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  چکیده

خورد،  هایی مانند سد بتنی ـ مخزن یا مخازنِ ذخیره آب یا نفت به چشم می قرارگیري سیال در مجاورت سازه، مانند آنچه در سیستم

شود. از نقطه نظر ریاضی، کنار هم قرار گرفتن جامد و  ه و سیال میهایی در تحلیل هر دو حوزه ساز ها و پیچیدگی سببِ ایجاد دشواري

شود، به قسمی که حل مجزاي معادلات مربوط به هر  معادلات حاکم بر این دو محیط می» کوپل شدن«مایع، سببِ درگیر یا در اصطلاح 

که در حالت  ارائه شده استاي حل اینگونه مسائل هاي گوناگونی بر هاي اخیر، روش یک از دو محدوده مزبور غیرممکن خواهد بود. در سال

اي است، نیمه  که شیوه» تبدیلِ دیفرانسیلی«معروفند؛ اما در این میان، روش نسبتاً جدید » مسأله اندرکنشِ سازه ـ سیال«کلی، به 

شی بکار گرفته شده است. هدف تحلیلی ـ نیمه عددي براي حلِ انواع معادلات دیفرانسیل معمولی و جزئی، کمتر در حلِ مسائل اندرکن

رو، بکاربستن روش تبدیل دیفرانسیلی در حل یک مسأله کلاسیک اندرکنش سازه ـ سیال و همچنین، معرفی یک مسألۀ جدید  مقاله پیش

شبختانه، نتایج اندرکنشی بر پایه مسأله کلاسیک مزبور و ارائه حل بسته (البته در کنارِ حل به روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی) براي آن است. خو

اند، نشانگر دقت بالاي روش تبدیل دیفرانسیلی  هاي مودي هر دو سیستمِ مورد بحث در مقاله هاي طبیعی و شکل عددي که شامل فرکانس

  در حل این دو مسأله اندرکنشی است.

  .پاسخ فرم بسته ؛روش تبدیل دیفرانسیلی ؛اندرکنش سازه ـ سیال :کلمات کلیدي
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Abstract 
Up to now, several analytical and numerical methods are proposed for free vibration analysis of fluid-
structure interaction systems. Concrete gravity or arch dam-reservoir systems and the fluid containers in 
various shapes, such as rectangular, cylindrical or spherical shapes are the most well-known instances of 
these “coupled” systems. It should be emphasized that the governing equations of both fluid and structural 
parts of these coupled systems should be solved simultaneously. In the present article, two classical fluid-
structure interaction (FSI) problems, including one-dimensional compressible fluid domain and one or two 
single degree of freedom (SDOF) system(s) as structural part, are solved in free vibration situation by using 
differential transform method (DTM). To this end, the solution process is thoroughly described and the 
numerical results, involving natural frequencies and mode shapes of both systems are obtained in detail. 
Moreover, to verify the DTM results, the closed-form solution is comprehensively derived for both systems. 
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   مقدمه -1

هایی نظیر  سیالات در سیستم وها  سازه کنار هم قرار گرفتن

فیزیکی، سببِ تغییرِ  رسدها یا مخازن ذخیره سیالات، از نظ

و از نظرِ  ها در بخشِ جامد و فشارها در بخشِ سیال تنش

. شود تغییراتی در معادلات حاکم بر مسأله می سببِریاضی، 

ها که به  سامانه گونه در عمل، تحلیل و طراحیِ این

 هجنبدو از  هاي اندرکنشیِ سازه ـ سیال معروفند، سیستم

عملی و کاربردي از اهمیت و  چنیننظري و تحقیقاتی و هم

، آسیب دیدنِ دیگر از طرف جذابیت فراوانی برخوردارند.

طولِ هاي اندرکنشی در  از سیستم برخیجزئی و گاه کلیِ 

اشتن و حتی تخریبِ کلیِ ، مانند ترك بردبرداري مدت بهره

زنِ ذخیرة آب حینِ وقوعِ زلزله او نیز آسیب دیدنِ مخها  آن

اي موارد، محاسبات نه  دلیلِ در نظر نگرفتن و در پاره به

اندرکنشِ سازه ـ سیال، ه چندان دقیقِ نیروهاي ناشی از پدید

  بر اهمیت این موضوع افزوده است.

یافتنِ بحث ناگفته پیداست که به موازات اهمیت 

هاي  اندرکنش و لحاظ کردنِ آن در تحلیل و طراحیِ سیستم

پیرامونِ ي هاي اخیر، تحقیقات متعدد در سال اندرکنشی

هاي اندرکنشی انجام  سازي و بررسیِ سامانه هاي مدل شیوه

هاي مختلفی براي تحلیلِ هرچه  کنون روش گرفته و تا

. به عنوان نمونه، د شده استها پیشنها ترِ آن تر و سریع دقیق

هاي اندرکنشی،  هاي اجزاء محدود سیستم مدل توسعه

بینهایت  هاي نیمه استفاده از روشِ اجزاء مرزي، معرفیِ المان

سازي بالادست مخازنِ سدها، ارتقاء الگوهاي  براي مدل

هاي  تفاضلات محدود و احجامِ محدود و ... شماري از پژوهش

که در کنارِ  باشند می  زمینهگرفته در این  عدديِ صورت

تحلیلیِ ارائه شده براي اینگونه  هاي تحلیلی و نیمه پاسخ

هاي نسبتاً دقیقِ  یابی به پاسخ ها، امکانِ دست سیستم

  اند. هاي اندرکنشی را فراهم ساخته دینامیکیِ سیستم

رو برآنیم تا روشِ نسبتاً جدیدي که تاکنون  پیش هدر مقال

درکنشی بکار رفته است (بر اساسِ کمتر در حل مسائلِ ان

 ]24[جستجوهاي صورت گرفته، فقط یکبار و آنهم در مرجعِ 

اي متفاوت با آنچه در این مقاله حل  و البته براي مسأله

دو  خواهد شد)، یعنی روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی را در حلِ

اندرکنشی بکار بندیم و بدین ترتیب، قدرت و دقت آنرا  ۀمسأل

براي این  محک بزنیم. )coupled( درگیر در حل مسائلِ

 هدر ادامه، شماري از کارهاي پژوهشیِ متأخر در زمینمنظور، 

گذرا مرور کرده و  سیال را به شکلیـ  تحلیلِ اندرکنشِ سازه

استفاده از روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی در  هپس از آن، به پیشین

  خواهیم پرداخت. مهندسی و فیزیکیحلِ انواعِ مسائلِ 

و  سمیعی ،لیلِ اندرکنشِ سد بتنی و مخزنتح هر زمیند

دو روشِ  نتایجِ حاصل از بکارگیريِ، 2007در سالِ لطفی

را با  )decoupled( شکلِ مودهاي درگیر و غیرِدرگیرمبتنی بر 

در  لطفیثانی و  پس از آن، آفتابی.  ]1[ هم مقایسه کردند

 ودهايهاي جدیدي را تحت عنوانِ م ، شکلِ مود2010سالِ 

معرفی کرده و در آنالیزِ  )ideal-coupled( آل ایده درگیر

  آن .]2[مودالِ سدهاي قوسیِ بتنی مورد استفاده قرار دادند 

آلِ  هاي درگیرِ دو سیستمِ ایده شکلِ مودها، در واقع شکلِ مود

مقدارِ ویژة درگیرِ  هساختگی بودند. شایانِ ذکر است که مسأل

که در مقایسه با مسائلِ نامتقارنِ  دندها متقارن بو این سیستم

هاي اندرکنشی، مزیت مهمی به شمار  مرسوم در سیستم

به تحلیلِ  ،پژند و همکاران رضایی 2017در سالِ . فتر می

آل ـ  ارتعاشِ آزاد سدهاي بتنیِ قوسی با استفاده از روشِ ایده

 ؛]3[پرداختند  )quadratic ideal-coupled( درگیرِ درجۀ دو

هاي  ، از المان2011و لطفی در سالِ حجتی نین، همچ

بینهایت سیال براي تحلیلِ دینامیکیِ سدهاي وزنی  نیمه

و ساده براي محاسبۀ  ها روشی سریع آن .]4[استفاده کردند 

در همین ها پیشنهاد دادند.  مپدانسِ این المانهاي ای ماتریس

اي ، یک روشِ جدید بر)2010(و لطفی ثانی  آفتابی، راستا

ايِ سدهاي بتنیِ قوسی پیشنهاد کردند. در  ارزیابیِ پاسخِ لرزه

اثرِ اندرکنشِ  ، افزون بر اندرکنشِ سازه ـ سیال،این پژوهش

 .]5[ نظر گرفته شده بود درنیز سد ـ مخزن ـ سنگ پی 

، به شناساییِ فاکتورهایی 2012در سالِ  چوپرا ناگفته نماند،

ه بعديِ سدهاي قوسی که نقشِ مهمی در تحلیلِ س پرداخت

  .]6[دارند

کیم و ، تسیالا هذخیرتحلیلِ اندرکنشِ مخازنِ  هدر زمین

)، یک روشِ تحلیلی براي بررسیِ رفتارِ 1996همکاران (

پذیر که  هاي انعطاف زنِ مستطیلی با دیوارهادینامیکیِ مخ

با در نظر گرفتنِ اثر  ،توسط سیال پر شده بود هابخشی از آن

ها  علاوه بر این، آن .]7[ ارائه دادند ـ سیال،اندرکنشِ سازه 

ـپاسخِ مخزنِ مستطیلیِ پ قائم نیز ر از سیال را تحت تحریک

بدست آوردند. شایانِ ذکر است، سیال غیرویسکوز و 

 هیافت هاي تعمیم فرماستفاده از د. شناپذیر فرض  تراکم

 ايِ تحلیلِ لرزه طراحی و آزادي براي ههاي یک درج سیستم
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مورد  ،)2009ايِ بتنی توسط چن و کیانوش ( ازنِ استوانهمخ

و کیانوش  مقامی پس از آن، قائم .]8[ بررسی قرار گرفت

)، به بررسیِ رفتارِ دینامیکیِ مخازن مستطیلی با در 2010(

دو بعدي  حالتنظر گرفتنِ اثرِ اندرکنشِ سازه ـ سیال در 

ها  پذیريِ دیواره ها نتیجه گرفتند که انعطاف آن .]9[ پرداختند

میراییِ سیال، نقشِ مهمی در پاسخِ مربوط به هاي  و ویژگی

همچنین، ؛ کنند ها ایفا می سیستم گونهدینامیکیِ این

، مسألۀ ارتعاشِ آزاد 2016پژند و همکاران در سالِ  رضایی

پذیر را به فرمِ  طافعهاي ان مخازنِ مستطیلیِ کاملاً پر با دیواره

در این بررسی اندرکنشِ سازه ـ سیال  .]10[ بسته حل کردند

 اما ،غیرِچرخشی و در نظر گرفته شد و سیال غیرِویسکوز

یک در پژوهشِ مزبور، پذیر فرض شد. شایانِ ذکر است،  تراکم

هاي  سیال روي دیواره فرمولِ تقریبی براي تعیینِ توزیعِ فشارِ

  مخزن نیز ارائه شد.

ایی نیز روي ه در کنار مخازنِ مستطیلی شکل، پژوهش

لیکیس و اي انجام شده است. به عنوانِ نمونه،  مخازنِ استوانه

تحلیلی براي تحلیلِ   یک روشِ نیمه)، 2009همکاران (

 .]11[ پر پیشنهاد کردند ايِ نیمه دینامیکیِ مخازنِ استوانه

ها در این بررسی حرکت سطحِ آزاد سیال را در نظر  آن

ثانی در سالِ  ی و آفتابیکاشان خجستهدر ادامه، گرفتند. 

را ايِ افقیِ ذخیرة مایعات  ، ارتعاشِ آزاد مخازنِ استوانه2016

با استفاده از روشِ اجزاء  و با درنظر گرفتنِ اثر موجِ سطحی

لازم بذکر  .]12[ تحلیل نمودند )Polar FEM( محدود قطبی

احاطه در کنارِ امکانِ ذخیره سیالات و ها،  است، اینگونه سازه

در ور باشند.  داخلِ یک سیال غوطه ،سیال ممکن است ردنِک

بررسیِ ارتعاشات  اممقانی و همکاران، بابراهیمی ، 2018سالِ 

ور، تأثیرِ یک جاذبِ غیرِخطی را بر رفتارِ  هاي غوطه سازه

  .]13[ مورد مطالعه قرار دادنداویلر ـ برنولی  دینامیکیِ تیرِ

صورت  تحقیقاتاي  پاره مرورِ مختصر و گذرايپس از 

، به سراغِ مرورِ مون مسائلِ اندرکنشِ سازه ـ سیالپیرا گرفته

روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی رفته و  هپیشینۀ پژوهشی در زمین

کاربرد روشِ تئوري و هاي مهم و مرتبط با  شماري از پژوهش

  کنیم. تبدیلِ دیفرانسیلی را مرور می

تحلیلی ـ  هیک روشِ نیم DTMروشِ تبدیلِ دیفرانسیلی 

عددي براي حلِ انواعِ معادلات دیفرانسیلِ معمولی و  نیمه

است. این روش را  و اولیه جزئی با انواعِ شرایط مرزي

 هبراي حلِ مسائلِ مقدارِ اولی 1986نخستین بار ژو در سالِ 

کار  خطیِ مرتبط با تحلیلِ مدارهاي الکترونیکی به خطی و غیرِ

 نامحقق از بسیاري ،ژو توسط شرو این معرفیِ از بعد. بست

علومِ کاربردي و مهندسی  گوناگونِ هاي زمینه در را روش این

  .مورد استفاده قرار دادند

، 2016و همکاران در سال  فر نوريبه عنوانِ نمونه، 

سازهاي غیرِخطی را با استفاده از روشِ تبدیل  نوسان

 .]14[بهینه تحلیل کردند  )MSDTM( دیفرانسیلِ چندگامیِ

چند  ،ها با استفاده از روشِ تبدیلِ دیفرانسیلِ چندگامی آن

ل و رایلی ، واندافینگ معادلۀ معروف، مانندرا با در نظر  درپ

را با نتایجِ بدست آمده  خودگرفتنِ میرایی حل کردند و نتایجِ 

جندقیِ همچنین،  ؛از روشِ تفاضلات محدود مقایسه کردند

روشِ تبدیلِ  با استفاده از، 2012سمنانی و همکاران در سالِ 

مسئلۀ ارتعاشِ آزاد صفحات  به تحلیلِدیفرانسیلیِ دوبعدي 

ها ابتدا  آن .]15[نازك با تغییرات ضخامت دلخواه پرداختند 

 نازك با تغییرات دیفرانسیلِ حاکم بر نوسانِ صفحات معادلات

 ضخامت دلخواه را با استفاده از اصلِ همیلتون استخراج

کار  تبدیلِ دیفرانسیلی را در حلِ آن به روشِکردند و سپس، 

دهندة توانایی و دقت روشِ  بستند. این بار هم نتایج، نشان

در تحلیلِ ارتعاشِ آزاد صفحات با ضخامت یکسان و  مزبور

  متغیر بود.

به حلِ معادلات  ،و همکاران منش کیدر همین راستا 

ناپذیر  نیوتنی و تراکم ت غیرغیرِخطیِ حاکم بر جریانِ سیالا

روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی  استفاده ازبینِ دو صفحۀ موازي با 

هاي حاملِ  تحلیلِ ارتعاشِ آزاد لولهدر ادامه،  .]16[تند پرداخ

سیال با شرایط مرزيِ مختلف، با استفاده از روشِ تبدیلِ 

پس از آن،  .]17[دیفرانسیلی توسط نی و همکاران انجام شد 

و همکاران، روشِ تبدیلِ دیفرانسیلیِ گام به گامِ  گاکدوگان

و  حاتمی .]18[را معرفی کردند  AMSDTMتطبیقی 

، به تجزیه و تحلیلِ حرکت یک ذرة 2014همکاران در سالِ 

 کروي در جریانِ سیال با کاربستMSDTM  ؛]19[پرداختند  

 ، ارتعاشات اجباريِممقانی و همکارانابراهیمی همچنین، 

لولۀ حامل سیال را تحت بارگذاريِ خارجیِ هارمونیک بررسی 

مورد نظر با استفاده از  ه. در این پژوهش، لول]20[کردند 

ها یک مدلِ ریاضی  آنتئوريِ تیرِ اویلر ـ برنولی مدل شد. 

هاي قائمِ  سیال در لوله حرکت جریانِ دو فازيِبراي تحلیلِ 

رهاي مختلف مانند سرعت کرده و تأثیرِ پارامتاي ارائه  طره

  .]21[ جریان و میراییِ سازه را مورد بررسی قرار دادند.
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، از روشِ 2017پژند و همکاران در سالِ  رضاییدر ادامه، 

ها  ارتعاشِ آزاد قاب هبراي حلِ مسأل تبدیل دیفرانسیلی

حاصل از روش هاي  کرده و نتایجِ خود را با پاسخاستفاده 

در سالِ  ،. این محققان]22[ کردند مقایسهاجزاء محدود 

کاربرد روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی در  ه، مطالعاتی در زمین2018

تحلیلِ ارتعاشِ آزاد یک قاب با چهار عضوِ موربِ دلخواه انجام 

، 2018در ادامه، رضایی پژند و همکاران در سالِ  .]23[دادند 

 یک حلِ در را روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی ،ین بارنخستبراي 

     ها  آن .]24[ستند بکار بمسألۀ اندرکنشِ سازه ـ سیال 

      رفتارِ دینامیکیِ تیرِ اویلر ـ برنولی را در مجاورت یک 

     مقدارِ  هتوسط یک مسأل ،ناپذیر و غیرِ لزج سیالِ تراکم

سازي و با کمک روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی حل  مرزي مدل

روشِ اجزاء محدود صورت  سنجیِ نتایج نیز با کردند. صحت

  گرفت.

توان  می ،هاي مرور شده در این بخش پژوهش هاز مجموع

هاي عددي و غیرِ عدديِ  نتیجه گرفت که تاکنون شیوه

اندرکنشِ سازه ـ سیال مورد  هگوناگونی براي تحلیلِ مسأل

 استفاده قرار گرفته است که در این میان، سهمِ روشِ اجزاء

اما از سوي دیگر، روشِ  ؛هاست روشمحدود بیش از سایرِ 

آن  مبانیِ نظريِ تبدیلِ دیفرانسیلی که در بخشِ آتی به مرورِ

)، تاکنون در ]24[عِ رجخواهیم پرداخت، به جز یک مورد (م

  کار نرفته است. حلِ مسائلِ اندرکنشِ سازه ـ سیال به

روشِ  نخست به معرفیِ ،رو پیش ه، در مقالبر همین اساس

یک  هحلِ بست ،سپس .نسیلی خواهیم پرداختتبدیلِ دیفرا

مرجعِ  ا استفاده ازرا ب ۀ کلاسیک اندرکنش سازه ـ سیالمسأل

شرط مرزيِ یکی از دو با تغییرِ  . در ادامه،دهیم شرح می ]25[

 رسیم که تر می تر و کاربردي پیچیده ه، به مسألمسألۀ مزبور

حلِ سپس، به فرمِ بسته حل خواهیم کرد.  ،ابتدادر آنرا هم 

استفاده از روشِ تبدیلِ طرح شده در مقاله را با  ههر دو مسأل

به  نیز به رسمِ مرسوم، پایان. در کنیم تشریح مینسیلی دیفرا

  پردازیم. می بدست آمده نتایجِ عدديِو مقایسۀ  ارزیابی

  

  روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی -2

روشِ تبدیلِ ه شد، رهمانطور که پیش از این بدان اشا

عددي براي حلِ  تحلیلی ـ نیمه انسیلی یک روشِ نیمهدیفر

پایه و اساسِ است.  معمولی و جزئی انواعِ معادلات دیفرانسیلِ

 همجهولِ معادل تابعِ تیلورِ سريِ استفاده ازاین روش، 

 دیفرانسیل همعادل این روش پاسخِ . دردیفرانسیل است

 ضفر مجهول ضرایبِ با اي چندجمله عبارت یک صورت به

       دیفرانسیل، معادلۀ در سري این جایگذاريِ با. شود می

 که شد خواهد پیدا بازگشتی رابطۀ نامِ به کلی رابطۀ یک

 کرد. خواهد محاسبه مشخص الگویی تحت را مذکور ضرایبِ

روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی یک فرآیند تکراري براي در واقع، 

    معادلۀ اسخ تابعِ پ تیلورِدست آوردنِ ضرایبِ سريِ  به

مفروض است. با استفاده از این روش، بدونِ نیاز به 

در ایجاد آشفتگی در مسأله، یا سازي و  سازي و گسسته خطی

 ییبا دقت بالا و به جوابِ قابلِ قبول توان موارد، می اغلب

  دست یافت.

میلادي،  1715در سالِ  تیلور بروكدانِ انگلیسی،  ریاضی

بیان کرد. هر تعداد متناهی از نخستین را  تیلورمفهومِ سريِ 

معروف است. سريِ  تیلورايِ  به چندجمله تیلورجملات سريِ 

)هتابعِ یک متغیر تیلور )f x 0در نقطهx x زیر  به صورت

  شود: تعریف می

)1(  
0

0

0

( )
( ) ( )

!

k k

k
k x x

f x
x x d f x

k dx



 


 
 
 

  

] طبقِ تعریف، ]F k  ِتبدیلِ دیفرانسیلی( )f x  است و به

 شود: بیان می) 2رابطه (صورت  

)2(  
0

1 ( )
[ ]

!

k

k

x x

d f x
F k

k dx



 
 
 

  

به متغیرِ  x)، متغیرِ مستقل و حقیقیِ 2( هبر اساسِ رابط

 مستقل، صحیح و مثبتk  ِو متغیرِ وابسته و حقیقیf  به

بدین ترتیب،  .شود تبدیل می Fمتغیرِ وابسته و حقیقیِ 

)رابطۀ بینِ تابعِ  )f x و تبدیلِ دیفرانسیلیِ آن، یعنی [ ]F k 
  آید: یدرم) 3رابطه (صورت  به

)3(    0
0

( ) ( - )
N

k

k

f x F k x x


   

تعداد جملات مورد استفاده در سريِ پاسخ  Nکه در آن 

قوانینِ اساسیِ تبدیلِ دیفرانسیلی با کمک تعریف آن  است.

به برخی از مهمترین قوانینِ  1آیند. در جدول  دست می به

  .تبدیلِ دیفرانسیلی اشاره شده است

پس از معرفیِ مختصرِ روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی و قوانینِ 

اساسیِ مرتبط با آن، در بخش بعد، به شرحِ مسائلی که قرار 

الذکر حل شوند، پرداخته  است در این مقاله، به روشِ فوق

  خواهد شد.
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  DTM اساسی قوانینِ - 1جدول 

     f x w x v x  

     F W Vk k k   
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

  
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2 1
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  شرح مسأله -3

 ههر دو مسأله اندرکنشیِ مورد بررسی در مقالدر این بخش، 

هاي  رو، نخست معرفی و سپس، با استفاده از تکنیک پیش

شوند تا از  حلِ معادلات دیفرانسیل، به فرمِ بسته حل می

هاي حاصل از آنها، براي ارزیابی دقت نتایجِ بدست آمده  پاسخ

استفاده  مقاله) 4بخشِ  ضوعِمواز روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی (

  شود.

  

  با یک سیستم جرم و فنر حاويِ سیال استوانۀ -1- 3

سازه ـ سیالِ مورد بررسی در این اندرکنشِ  همسألنخستین 

مقاله که یکی از مسائلِ معروف و کلاسیک این شاخۀ 

ي مورد دپژوهشی بوده و تاکنون توسط پژوهشگرانِ متعد

حاويِ  یک بعدي هاستوان، ستبررسی و تحلیل قرار گرفته ا

سیستمِ جرم و  ،است که در یک انتهاي آن پذیر تراکمسیالِ 

 و نفوذناپذیر بستهکاملاً و در انتهاي دیگر، قرار گرفته فنر 

  .]21[ است

  

  
  حاوي سیال یک بعديِ هاستوان - 1 شکل

  

دیفرانسیلی، روند  تبدیلِ پیش از پرداختن به روشِ

آزاد سیستم  نوسانِ مسأله تحلیلِ هبستفرمِ رسیدن به حلِ 

  شود. تشریح می ،]25[بر اساس مرجع  فوق،

 معروف ههمان معادل ،پذیر تراکمحاکم بر سیالِ  همعادل

  شود: نوشته می) 4رابطه (بصورت موج است که 

)4(  
2

2

2 2

1 p
p

c t


 


  

 آنعبوري از  سرعت موجِ cفشارِ سیال و  pفوق،  هدر رابط

کند، معادلات دیفرانسیلِ وابسته به زمان را  یادآوري میاست. 

 .فرکانس حل کرد هزمان و هم در حوز هتوان هم در حوز می

زمان، یعنی حلِ مستقیمِ معادله و بدست آوردنِ  هحل در حوز

نخست با فرکانس،  هاما در حوز ؛تابعِ مجهول بر حسبِ زمان

مشتقات زمانیِ موجود به دو طرف معادله،  فوریهاعمالِ تبدیلِ 

و سپس، به حلِ فرمِ جدید معادله  در معادله را از بین برده

پردازند. بدین ترتیب، تابعِ مجهول بر حسبِ فرکانس  می

زمان و یافتنِ تابعِ  هآید که انتقالِ آن به حوز بدست می

با استفاده از تبدیلِ معکوسِ مجهولِ اصلی بر حسبِ زمان، 

) به حوزة فرکانس، 4( هبا انتقالِ رابطپذیر است.  فوریه، امکان

  داریم:

)5(  
22 2 2

2

2 2 2

p p p
p p

x y z c

    
      

    
  

فرکانسِ  فرکانس،  هفشارِ سیال در حوز pکه در آن،

مختصات مکانی هستند. همانطور که  zو x ،yاي و  زاویه
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)، نه 5( هعادلفرکانس، م هبا انتقال به حوز ،شود مشاهده می

  .خواهد بود که حاويِ  tشاملِ 

یک بعدي اسـت، فشـار تـابعِ     موردنظر هجا که مسأل از آن

y  وz :نیست، لذا  

)6(  
22

2
0

d p
p

dx c

 
  
 

  

 (و نه جزئی) دیفرانسیلیِ معمولی ه)، یک معادل6معادلۀ (

  :است )7رابطه ( به فرم آنعمومیِ پاسخِ  که است

)7(    1 2sin cosp x c x c x
c c

    
    

   
  

2آن در f   .است اي و فرکانسِ زاویهf  فرکانس

  هرتز است. آن واحد کهشود  نامیده می

 هايِ مسأل سازهبخشِ به سراغِ  سیال،بخشِ  پس از بررسیِ

 .است ستمِ جرم و فنریک سی ،در اینجا که رویم می اندرکنشی

) 8رابطه (صورت  هب ،1، با توجه به شکل حاکم بر آن همعادل

  شود: نوشته می

)8(   
2

2
0

d u
m ku p x A
dt

    

جابجایی در جهت محورِ  u، پیستون جرمِ m)، 8( هدر رابط

x  وk  معادلاستسختیِ فنر راست فوق، نیروي  ه. طرف

ضربِ  حاصل رِبراب کهخارجی وارد بر سیستمِ جرم و فنر است 

سطحِ  Aهمچنین، است؛سطحِ مقطعِ استوانه  فشارِ سیال در

 شود. واحد فرض میبرابرِ  است که در ادامه،مقطعِ استوانه 

  :شود منتقل می فرکانسه وزبه حاین معادله هم 

)9(     2 0m k u p x     

ه فشارِ سیال در حوز ه) که معادل7( هبا استفاده از معادل

0x، مقدارِ فشارِ سیال در استفرکانس  ، ِبا جایگذاري 

  آید. بنابراین: بدست می 2cدر آن برابر  xمقدارِ

)10(   2
2k m u c   

به منظورِ  پس از بررسیِ معادلات حاکم بر سیال و سازه،

ط مرزيِ ابتدا و ایشر اعمالِ نوبت به ،دستیابی به مجهولات

شرط  ،توان ثابت کرد می. رسد حاويِ سیال می هاستوانانتهاي 

برابريِ شار فشارِ ورت ص  پذیر به مرزيِ مرزِ خیسِ انعطاف

سیال در شتابِ سازه در  چگالیِحاصلضربِ  هسیال با قرین

خاطر نشان  .شود تعریف میعمود بر مرز  نرمالِجهت بردارِ 

2 رابرِفرکانس ب هشتابِ سازه در حوز کند، می
na u  

 ابتداي استوانه بصورت زیر نوشتهبنابراین، شرط مرزيِ  ؛است

  شود: می
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p
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x c


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
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  بدیهی است:

)12(  
1c c u    

مرزي سمت راست هاستوانه که همان انتهاي بست شرط 

  شود: بیان می) 13(استوانه است، با استفاده از رابطۀ 

)13(  1 2cos sin 0
x L

p L L
c c

x c c c
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بدست ) 12) و (10روابط (در که  2cو  1cحال، مقادیرِ 

  :کنیم جایگذاري می) 13در معادلۀ ( را اند آمده

)14(   2cos sin
L L

c u k m u
c c

 
  

   
     

   
  

  فوق، داریم: هبا ساده کردنِ رابط

)15(  2 2

2 2 2
sin cos 0

4

f L f c f L

c k f m c

   



   
    

   
  

با  است. ]25[) مرجع 107)، دقیقاً همان معادله (15معادلۀ (

به  طبیعیفرکانسِ یا همان  fفوق،غیرخطیِ  هحلِ معادل

همچنین با جایگذاريِ آید که تنها مجهولِ آن است؛  یدست م

1c  2وc سیال نیز قابلِ  هاي)، شکل مود7( هدر معادل

  محاسبه است:

)16(     2sin cosp x c u x k m x
c c

 
  

   
      

   
  

ه نخستین مسأل هفرمِ بسته پس از استخراجِ پاسخِ دقیق و ب

مطروحه در مقاله که عملاً بازتولید پاسخ مندرج در مرجع 

     بود، به سراغِ معرفی و حلِ دقیقِ دومین مسألۀ  ]25[

سازد، پس از  رویم. خاطر نشان می مورد بحث در مقاله می

   هاي فرم بسته، فرایند  یابی به پاسخپایان یافتنِ روند دست

حلِ هر دو مسأله به روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی را آغاز خواهیم 

  کرد.

  

 حاويِ سیال با دو سیستم جرم و فنر هاستوان - 2- 3

نظر را در حالتی که در دو انتها داراي  مورد هاستوانحال، 

  .گیریم میدر نظر  ،سیستمِ جرم و فنر است

  

  
نۀ یک بعدي حاوي سیال با دو سیستم جرم و استوا -2شکل 

  فنر
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تغییري  پذیر تراکمحاکم بر سیالِ  همعادل در این حالت

و فقط معادلات حاکم بر سازه دستخوشِ تغییر  نخواهد کرد

یک معادله براي سیستمِ جرم و  که عبارتند از خواهند شد

و یک معادله براي سیستمِ جرم و فنرِ  استوانهفنرِ ابتداي 

بصورت  سمت چپسیستمِ جرم و فنرِ  همعادل .استوانهتهاي ان

  شود: زیر نوشته می

)17(   
2

1
1 1 12

0
d u

m k u p x A
dt

    

سختیِ فنرِ سیستمِ  1kجرمِ پیستون و  1m، در آن که

جابجاییِ سازه در جهت1u  است و  استوانهگاهیِ ابتداي  تکیه

فوق همانطور که در  ه. طرف راست معادلاست xمحورِ 

اشاره شد، نیروي خارجی وارد بر سیستمِ بدان  1ـ3بخشِ 

ضربِ فشارِ سیال در سطحِ مقطعِ  جرم و فنر و برابر با حاصل

 که برابرِ استحِ مقطعِ استوانه سط Aهمچنین، ؛استاستوانه 

فرکانس،  هبه حوز )17( همعادل با انتقالِ شود. واحد فرض می

  :داریم

)18(     2
1 1 1 20m k u p x c      

حاکم بر سیال تغییر نکرده است، با قرار دادنِ  هچون معادل

0x  0)، مقدارِ فشار در 7( هدر رابطx   ِ2برابرc  بدست

در حاکم بر سیستمِ جرم و فنر  همعادلدر ادامه،  آید. می

  شود: نوشته می) 19رابطه (استوانه بصورت انتهاي 

)19(   
2

2
2 2 22

d u
m k u p x l A
dt

    

سختیِ فنرِ سیستمِ و  2k ،جرمِ پیستون 2m در این رابطه نیز

2u  ِمحور جهت جابجاییِ سازه در خلافx هرابط. است 

  :دشو منتقل می فرکانس هحوز نیز به )19(

)20(     2
2 2 2m k u p x L     

فشارِ سیال در انتهاي ) 7( هاستفاده از رابطبا ، دامهدر ا

xبا قرار دادنِ  ،استوانه L بنابراینآید می در آن به دست .:  

)21(   2
2 2 2 1 2sin cosk m u c L c L

c c

 


   
     

   
  

مرزي است اینک نوبت 1تا مقادیرِ اعمالِ شرایطc  2وc 

ا توجه به آنچه در ب را استوانهشرط مرزيِ ابتداي  بدست آیند.

  :نوشتبصورت زیر  توان می ،گفته شد 1ـ3بخشِ 

)22(  2
1 1

0x

p
c u

x c







  


  

  در نتیجه:

)23(  
1 1c c u    

  

دیگر جدید،  هدر این مسألاستوانه که شرط مرزيِ انتهاي 

به فرمِ زیر نوشته است،  پذیر نبوده، بلکه انعطافبسته صلب و 

  شود: می

)24(  2
1 2 2cos sin

x L

p L L
c c u

x c c c

  




  
   

  
  

) نتیجه 23) و (18که از روابط2c ) و 1cبا جایگذاريِ مقادیرِ 

  :رسیم زیر می لهبه دو معاد)، 24) و (21( معادلاتدر اند،  شده

  
)25(  

 

 

2
1 1 1 1

2
2 2 2

sin cosc u L k m u L
c c

k m u

 
  



   
     

   

 

  

)26(   2
1 1 1 1 2cos sin

L L
c u k m u c u

c c

 
         

و مجهولِ همگن به یک دستگاه دو معادله و د معادلات فوق

  د:دهن صورت زیر تشکیل می

)27(  11 12 1

21 22 2

0

0

a a u

a a u

     
     

    
  

  عبارتند از: ضرائبهاي ماتریس  درایه

)28(   2
11 1 1cos sin

L L
a c k m

c c

 
  

   
      

   
  

)29(  
12a c    

)30(   2
21 1 1sin cos

L L
a c k m

c c

 
  

   
      

   
  

)31(   2
22 2 2a k m     

) فقط هنگامی پاسخِ غیرصفر دارد که 27دستگاه همگنِ (

با برابرِ صفر صفر باشد. برابرِ آن  بِیدترمینانِ ماتریسِ ضرا

یا فرکانسِ  قرار دادنِ دترمینانِ دستگاه فوق، مقدارِ 

 مجهولِ آن است؛ آید که تنها یبدست مسیستم طبیعیِ 

) که 7( هدر معادل 2cو  1cهمچنین با جایگذاريِ مقادیرِ 

سیال نیز قابلِ  ، شکل موداستفشارِ سیال  ههمان معادل

  د.شو محاسبه می

اندرکنشیِ  ههر دو مسأل هحلِ به فرمِ بست بدین ترتیب،

ارائه شد. در بخش بعد، روند حلِ هر دو مورد بررسی در مقاله 

  مسألۀ مزبور، به روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی تشریح خواهد شد.

  

  DTMحلِ مسأله با استفاده از  -4

 هپس از بدست آوردنِ پاسخِ دقیقِ معادلات حاکم بر استوان

گاهیِ مختلف که در  حاويِ سیال در دو حالت تکیهبعديِ  یک

همان  ،قصد داریم رو بخشِ پیشر شرح داده شد، د 3بخشِ 

  ل را با استفاده از روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی حل کنیم.ائمس
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 استوانۀ حاويِ سیال با یک سیستم جرم و فنر - 4-1

سیالِ مورد   ـ  سازه اندرکنشِمسألۀ نخستین  ،در این بخش

یک بعديِ حاوي سیالِ  هاستوانهمانا، که  بحث در مقاله

، با استفاده از یک سیستمِ جرم و فنر بودو شاملِ  پذیر تراکم

د و در پایان، نتایجِ بدست شو روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی حل می

شود. لازم به  مقایسه می ]25[آمده با نتایجِ موجود در مرجعِ 

حاکم بر بخشِ سیالِ مسأله دیفرانسیلِ  هاست، معادل یادآوري

با  .ده است) ارائه ش6اندرکنشیِ مورد نظر در قالبِ رابطۀ (

آمده  1خواص تبدیلِ دیفرانسیلی که در جدولِ  استفاده از

  شود: میفرمِ زیر تبدیل  به مزبور هاست، معادل

)32(        
2

1 2 2 0k k P k P k
c

 
     

 
  

بازگشتیِ زیر از آن منتج  هرابط سازي، با اندکی ساده که

  شود: می

)33(  
 

  
 

2

2
1 2

c
P k P k

k k

 
 
   

 
  

روابط میانِ  kعددي براي با جایگذاريِ مقادیرِ P k هاي

  آید: مختلف بدست می

)34(      
2

1
0 2 0

2
k P P

c

 
     

 
  

)35(     
2

1
1 3 1

6
k P P

c

 
     

 
  

)36(     
2

1
2 4 2

12
k P P

c

 
     

 
  

با قرار دادنِ مقدارِ  2P ین جایگذاري محاسبه که در نخست

شده است، مقدارِ  4P آید: بدست می  

)37(       
2 2 4

1 1 1
4 0 0

12 2 24
P P P

c c c

        
       

     
  

  داریم: ها جایگذاري روند هبا ادام

)38(     
2

1
3 5 3

20
k P P

c

 
     

 
  

به صورت مشابه، با قرار دادنِ مقدارِ  3P  که در گامِ دوم به

، مقدارِ دست آمده است 5P شود: محاسبه می  

)39(       
2 2 4

1 1 1
5 1 1

20 6 120
P P P

c c c

        
       

     
  

واضح است براي مقادیرِ مختلفk ،[ ]P k[0]به  هاP  و

[1]P کلی رو ؛شوند وابسته می زیر بنابراین در حالت ابط

  شوند: نتیجه می

)40(   
 
 

 
2

1
2 0

2 !

k k

P k P
k c

  
  

 
  

)41(   
 

 
 

2
1

2 1 1
2 1 !

k k

P k P
k c

  
   

  
  

توان با استفاده از تعریف  از طرف دیگر، تابعِ فشارِ سیال را می

  به صورتِ زیر نوشت: ،)3رابطۀ ( ،اساسیِ تبدیلِ دیفرانسیلی

)42(          20 1 2 ...p x P P x P x     

با جایگذاريِ P k42( ه) در رابط41) و (40( هها از دورابط ،(

 p x  ِ[0]بر حسبP  [1]وP :بدست خواهد آمد  

  

  

)43(  

   

 

2 4

2 4

2 4

3 5

1 1
0 1 ...

2 24

1 1
1 ...

6 120

p x P x x
c c

P x x x
c c

 

 

    
             

    
           

  

کم بر حا هسیال و معادل شرط مرزيِدو به سراغِ  در ادامه

را بدست  P[1]و P[0]ها بتوانیم آن رویم تا با ارضاء می سازه

  :از ستعبارت) 11( همعادل بنا به رط مرزيِنخستین شآوریم. 

)44(  2

0x

p
u

x





 


  

  با استفاده از تعریف تبدیل دیفرانسیلی داریم:

)45(        2DT 0 1 1p P P u        

  داریم: معادلۀ حاکم بر سازههمچنین بر اساسِ 

)46(     20p k m u   

 )42( هباید در رابط)، 46(ه رابط سمت چپِ هیافتنِ جملبراي 

  . بنابراین:را قرار دهیم 0مقدار  xبه جاي 

)47(     DT 0 0p P     

  لذا:

)48(     20P k m u   

 هشرط مرزيِ انتهاي استوانه نیز بر اساسِ رابطو در پایان، 

  ) بصورت زیر است:13(

)49(                                                      0
x L

p

x 





  

که  P[1]و  P[0] ريِجایگذا) و 43( هگیري از رابط با مشتق

) زیر  هبه معادل اند، ) محاسبه شده48) و (45در روابط

  :رسیم می

)50   (             

 
2 43

2

2 42 4
2

...
6

1 ... 0
2 24

L
k m u L

c c

L L
u

c c

 


 


    
             

    
            
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فوق و قرار دادنِ پارامترهاي معلوم مسأله  هاز معادل uحذف با

فرکانسِ همان یا  مقدارِ تنها مجهول معادله که ن، در آ

  د.آی می ) بدست50( هاز حلِ معادلسیستم است،  طبیعیِ

  

  استوانۀ حاويِ سیال با دو سیستم جرم و فنر -4-2

تبدیل  مطروحه در مقاله به روشِ هپس از حلِ نخستین مسأل

داراي  هاستوانأله، یعنی دومین مس دیفرانسیلی، به سراغ حلِ

از آنجا که  رویم. فنر، به روش مزبور میسیستمِ جرم و دو 

دوم دقیقاً همان معادله حاکم  همعادله حاکم بر سیال در مسأل

بازگشتی  هرابط، در این حالتاول است،  هبر سیال در مسأل

ه مشابه رابطبازگشتی  هبنابراین رابط ؛تغییري نخواهد کرد

  است: )33(

)51(  
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بین  هو همانطور که در بخشِ قبل دیدیم، رابط P k هاي

  :دیآ میبدست  مختلف به صورت زیر
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بایست دو شرط مرزيِ سیال را به همراه دو  در ادامه، می

شرط  دلۀ حاکم بر سازه، در روند حلِ مسأله وارد ساخت.معا

  به فرمِ زیر است: استوانهمرزي در ابتداي 

)54(  2
1

0x

p
u

x





 


  

 .است xجابجاییِ ابتداي سازه در جهت محورِ  1uکه در آن 

) به فرمِ زیر 54( هرابطدیفرانسیلی با استفاده از تعریف تبدیل 

  شود: تبدیل می

)55(        2
1DT 0 1 1p P P u        

بصورت زیر  استوانهسازه در ابتداي  حاکم بر ههمچنین معادل

  شود: نوشته می

)56(       2
1 1 1 0 0m k u p x P      

 بیانبه صورت زیر  استوانه، شرط مرزيِ انتهاي همچنین

  شود: می

)57(  2
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x L
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x
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
  

  فوق، داریم: هبا اعمالِ تبدیل دیفرانسیلی بر طرفینِ رابط

)58(          2DT 1 2 2 3 3 ...p L P P L P L        

)59(         2 3 2
21 2 2 3 3 4 4 ...P P L P L P L u      

 با جایگذاريِ مقادیرِ مختلف P kبر حسبِ 59( هدر رابط (

[0]P  [1]وP رسیم: زیر می هبه رابط  

  
)60(  
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بیان نیز به صورت زیر  استوانهسازه در انتهاي حاکم بر  همعادل

  شود: می
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 در معادلۀ فوق نیز با جایگذاريِ مقادیرِ مختلف P k  بر

  :خواهیم داشت، P[1]و  P[0]حسبِ 
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)، به همراه 62) و (60)، (56)، (55( هدر نتیجه، چهار معادل

چهار معادله و دستگاه2u   و P ،[1]P،1u[0] چهار مجهولِ

  :ندده را تشکیل می زیرباز هم همگنِ چهار مجهولِ 
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  :خواهد بودبه قرارِ زیر  آن هاي ماتریسِ ضرایبِ درایهکه 
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)71( 2
24 2 2a k m    

)72( 31 1a    

)73( 32 0a   

)74( 2
33 1 1a k m   

)75( 34 0a   

)76( 41 0a  

)77( 42 1a  

)78( 2
43a  

)79( 44 0a  

هنگامی پاسخِ غیرصفر دارد که  تنها) 63دستگاه همگنِ (

نخست،  همشابه مسألمینانِ ماتریسِ ضرایبِ آن صفر باشد. دتر

یا فرکانسِ  فوق،  ماتریسِبا برابرِ صفر قرار دادنِ دترمینانِ 

  .آید که تنها مجهولِ آن است یبدست مسیستم  طبیعیِ

  

  نتایجِ عددي -5

سیلی در این بخش، نتایجِ حاصل از اعمالِ روشِ تبدیلِ دیفران

گاهی با نتایجِ حلِ  مورد بررسی در هر دو حالت تکیه هبر مسأل

اول،  هدر مسأللازم بذکر است، شود.  ها مقایسه می دقیقِ آن

که حلِ شود  یم یسهمقا یزن] 25[دست آمده با مرجعِ  نتایجِ به

؛ ارائه کرده استبا روشِ اجزاء محدود را همان مسأله 

یال با مشخصات نتایجِ عددي براي سهمچنین، 

 1000 kg m  ، 1500c m s  و 3L m  و سازه با

 مشخصات 84.9348 10k N m   و 200m kg  بدست

  است. ]25[هاي مرجعِ  که دقیقاً همان داده خواهد آمد

  

  اول همسأل -1- 5

که با مود اولِ نوسان  ششکانسِ طبیعیِ فر 2در جدولِ 

 1-4در بخشِ  )DTM( استفاده از روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی

محاسبه شده است و مقادیرِ بدست آمده از حلِ دقیقِ سیستم 

با نتایجِ حاصل از حلِ آن با  ،شرح داده شد 1ـ3که در بخشِ 

 ]25[که در مرجعِ  شده است یسهمقاروشِ اجزاء محدود 

  ست.آمده ا

  

  فرکانسِ طبیعیِ پنج مود اولِ نوسان سیستم - 2جدول 

  )Hzفرکانسِ طبیعی (
  مود شکل

  حل دقیق DTM  ]21[مرجع 

  1مود  0  0  0

  2مود  974/143  974/143  0/144

  3مود  439/362  439/362  4/362

  4مود  067/594  067/594  1/594

  5مود  128/830  128/830  1/830

  6مود  09/1069  09/1069  1/1069

  

مودهاي نوسانِ سیستم با استفاده  3همچنین، در شکلِ 

همان  4و در شکلِ  1-3از حلِ دقیقِ ارائه شده در بخشِ 

  نشان داده شده است. ]25[مودها به نقل از مرجعِ 

  

-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5

  یک سر فنر با حلِ دقیق همود اولِ استوان شش - 3 شکل

  

  
  ]21[ یک سر فنر هان استوانمود اولِ نوس شش -4 شکل
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دهد که  سه مود اولِ نوسانِ سیستم را نشان می 5شکلِ 

با حلِ دقیق و نیز با استفاده از روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی 

مودهاي چهارم، پنجم و ششمِ  6اند. در شکلِ  بدست آمده

حاصل از حلِ دقیق و روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی رسم شده 

  است.

ها را با افزایشِ تعداد جملات  اسخهمگراییِ پ 7شکلِ 

روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی، به عنوانِ نمونه در مود چهارمِ 

شود، با  دهد. همانطور که مشاهده می سیستم نشان می

  افزایشِ تعداد جملات، شکلِ مود همگرا شده و به پاسخِ 

شود. بدیهی است، پس از همگرا شدنِ  دقیق نزدیک می

ایشِ تعداد جملات سري، تأثیري در دقت ها، دیگر افز پاسخ

  آنها ندارد.
  

  مسألۀ دوم - 2- 5

در این بخش، براي بدست آوردن نتایج عددي، از همان 

       مشخصات سازه و سیالِ بخشِ قبل استفاده شده و جرم 

  و سختیِ سیستمِ جرم و فنرِ انتهاي استوانه (سمت راست) نیز
  

 
 DTMاز حلِ دقیق و سه مود اولِ نوسان  - 5 شکل

  

 
  DTMسه مود دوم نوسان از حلِ دقیق و  - 6 لشک

  
 DTMبا تعداد جملات مختلف  چهارمشکلِ مود  -7 شکل

  

در نظر  استوانه (سمت چپ)برابر همان جرم و سختیِ ابتداي 

 هاي طبیعیِ پنج مود اولِ سیستمِ . فرکانسشود می گرفته

روشِ تبدیلِ  ته و هم ازبه فرمِ بساز حلِ هم که  اندرکنشی

 هنکت است.  شده درج 3اند، در جدولِ  دیفرانسیلی بدست آمده

هاي هر شش  جالبِ توجه و قابلِ ذکر، کمتر شدنِ فرکانس

است که به  2در مقایسه با جدول  3مود مندرج در جدول 

گاه صلبِ سمت راست  دلیل نرمتر شدنِ سیستم (تبدیلِ تکیه

 هدهند تواند نشان ، میپذیر) ی انعطافگاه استوانه به تکیه

  ها باشد. درستی پاسخ

سنجیِ بیشترِ نتایجِ مربوط به مسأله استوانه  براي صحت

دو سر فنر، با ثابت نگه داشتنِ سختیِ فنرِ سمت چپ و 

گاه انتهایی به حالت  افزایشِ سختیِ فنرِ سمت راست، تکیه

بایست  لت، میکند. بدیهی است، نتایجِ این حا صلب میل می

که شرط شود  یکنزدبه نتایجِ بدست آمده در مسأله اول 

  افزایشِ  با همچنین، )؛4 (جدولِ بود صلب آن راست مرزيِ

  

  دوم همود اولِ نوسان مسأل ششفرکانسِ طبیعیِ  -3 جدول

  )Hz(فرکانسِ طبیعی 
  مود شکل

DTM  حل دقیق  

  1 مود  0  0

  2 مود  2132/82  2132/82

  3 ودم  250  250

   4 مود  105/458  105/458

  5 مود  454/677  454/677

  6 مود  963/902  963/902
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سختیِ  نگاه داشتنِو ثابت  سمت چپفنرِ تدریجیِ سختیِ 

شرط مرزيِ سمت چپِ استوانه به حالت ، سمت راستفنرِ 

 باید که باز هم به دلیلِ تقارنِ مسأله، شود می نزدیک صلب

  .)5جدولِ ( شودمسألۀ اول  مشابه نتایجِها  پاسخ

را نشان ، شکلِ مودهاي نوسانِ مسأله دوم 8شکلِ 

، در همچنیندهد که از حلِ دقیق بدست آمده است؛  یم

، سه مود نوسان اول و دوم، با استفاده از حلِ 10و  9شکلِ 

  اند. دقیق و روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی رسم شده

  

  گیري نتیجه - 6

حلیلِ ارتعاشِ آزاد دو سیستمِ کلاسیک در این مقاله، فرایند ت

اندرکنشیِ سازه ـ سیال با استفاده از روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی 

  مبانیِ  مختصرِ مرورِ از پس منظور، این براي شد. تشریح

  

  سمت راستفرکانسِ طبیعی با افزایشِ سختی فنر  -4 جدول

  )Hz(فرکانسِ طبیعی 
  مود شکل

k210000  k21000  k2100  

  1 مود  0  0  0

  2 مود  246/142  8/143  957/143

  3 مود  39/357  936/361  389/362

  4 مود  293/585  218/593  983/593

  5 مود  048/817  917/828  008/830

  6 مود  82/1050  51/1067  94/1068

  

  فرکانسِ طبیعی با افزایشِ سختی فنر ابتداي سازه - 5 جدول

  )Hz(فرکانسِ طبیعی 
  مود شکل

k110000  k11000  k1100  

  1 مود  0  0  0

  2 مود  246/142  8/143  957/143

  3 مود  39/357  936/361  389/362

    4 مود  293/585  218/593  983/593

   5 مود  048/817  917/828  008/830

   6 مود  82/1050  51/1067  94/1068

 
  شکلِ مودهاي استوانۀ دو سر فنر با حل دقیق  - 8 شکل

  

 
 DTMنوسان از حلِ دقیق و سه مود اولِ  -9 شکل

  

 
 DTMسه مود دوم نوسان از حلِ دقیق و  -10ل شک

  

هاي فرمِ بسته معادلات  نظريِ روشِ مزبور و دستیابی به پاسخ

سنجیِ  حاکم بر هر دو سیستمِ اندرکنشی که با هدف صحت

هاي حاصل از روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی صورت گرفت،  پاسخ

بازگشتی،  هاملِ یافتنِ معادل، شDTMروند حل مسأله با 

هاي  بینِ مجهولات جدید بر اساسِ شمارنده هاستخراجِ رابط
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اعمالِ شرایط مرزي و  هشیوزوج و فرد آنها و بالاخره، 

فرکانسیِ دو سیستمِ اندرکنشی توضیح  هدستیابی به معادل

  .داده شد

مسائل حلِ در  تبدیل دیفرانسیلی از آنجایی که روشِ

این مقاله،  هدف اصلیِه است، بکار رفتتر  اندرکنشی کم

حلِ  داراي کلاسیک هدو مسأل مزبور در حل روش بکاربستنِ

بتوان  روش و نتایجِ حاصل از آن، سنجیِ د تا با صحتبودقیق 

 یزن اي براي مسائلِ اندرکنشیرا  DTMامکانِ استفاده از 

یاي و از مزا ها وجود ندارد براي آن یکه حل دقیقفراهم آورد 

سازي معادله  آن (مانند عدمِ نیاز به تضعیف و گسسته

یا  بندي حوزه حل مسأله دیفرانسیل و همچنین شبکه

هایی چون اجزاء  هاي پیچیده که لازمه روش محاسبه انتگرال

  ) بهره برد.هاي مرزي است محدود و المان

هنگامی که پاسخِ معادله دیفرانسیل لازم بذکر است، 

گنجد و به عنوانِ  رضیات قضیه تیلور میتابعی است که در ف

است (مانند آنچه در  singularityمثال، فاقد تکینگی یا همان 

با آن مواجهیم)، پاسخِ حاصل از روش تبدیل  مقالهاین 

دیفرانسیلی، در نقاطی نه چندان دور از مرکزِ بسط تیلور، به 

ر د و از دقت بسیار بالایی برخورداشو پاسخِ دقیق همگرا می

  .خواهد بود

دقت مورد اشاره در بند قبل، در بخش نتایجِ عددي مقاله 

، نتایجِ همانطور که مشاهده شدمورد بررسی قرار گرفت. 

هاي طبیعی و شکل مودهاي هر دو  عددي که شاملِ فرکانس

همگی از همگراییِ مناسب و دقت بودند،  اندرکنشی سیستمِ

ین دو مسألۀ روشِ تبدیلِ دیفرانسیلی در حل ابالاي 

» آزمون همگراییِ«همچنین،  ؛اندرکنشی حکایت داشتند

DTM  کافیِ سريِ پاسخ رسیدن به تعداد جملات که با هدف

شود، در مقاله  براي دستیابی به پاسخی مناسب پیشنهاد می

اي از نتایجِ حاصل از آن در  حاضر صورت گرفت که نمونه

  قابل مشاهده است. 7شکل 

آمده از هر دو حلِ  نتایجِ عدديِ بدستافزون بر اینها، 

تحلیلیِ ارائه شده در مقاله، بر شماري از  تحلیلی و نیمه

هاي فیزیکیِ منتج از مدلسازيِ ریاضیاتیِ مسائلِ  دریافت

پذیر شدنِ  گذارند. به عنوان نمونه، انعطاف دینامیکی صحه می

و تبدیل  1مرزِ صلبِ واقع در سمت راست استوانه شکل 

که به منزله کاهشِ سختیِ کل سیستمِ  2آن به شکلِ شدنِ 

درصديِ  43است، سببِ کاهشِ  اندرکنشیِ سازه ـ سیال

نخستین فرکانسِ ناصفرِ مجموعه (بیشترین میزانِ کاهش در 

همچنین، افزایشِ  ؛گردد شش فرکانسِ مورد بررسی) می

 در استوانه داراي دو درپوش سختیِ فنرِ سمت راست

را عملاً به  اندرکنشی ، آن سیستمِ)2شکل (پذیر  انعطاف

  کند. ) بدل می1شکل استوانه داراي یک درپوشِ منعطف (
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