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 دهیچک

ن مقاله ی. در ااست صنعت در مهم يازهاین از نینو قطعات کرویم ساخت ای عملکرد بهبود به منظور هايزفناوریر ارتعاشات يرو قیتحق

 با ابتدا. شودیم یبررس کرنش انیگراد هینظر از استفاده با بار تحت چرخان یبرنول–لریاو يرهایکروتیم یخط ریغ ارتعاشات لیتحل

 مالاع با . سپسشودیم حاصل حرکت بعد یب معادلات لتون،یهم اصل در یخارج يروین کار و یجنبش يانرژ ،یکرنش يانرژ يگذاریجا

گر، صحت و ید یجه مرجعیل حاضر با نتیجه تحلیسه نتیق مقایاز طر پس از آن،. شودیم استخراج یعیطب يهافرکانس نیگالرک روش

مهم همچون  یو هندس یکیمکان يمترهااپار یبرخ ریپس از استخراج شکل مودها، تاثدر ادامه، د.شوید مییل ارائه شده تایدقت تحل

 یر بررسیکروتیم یپاسخ ارتعاش ياثر اندازه بر رو ي، جنس، سرعت چرخش و پارمترهاپارامتر اثر اندازهب پواسون، نسبت ضخامت به یضر

در  ،شودیم یعیطب يهاب پواسون باعث کاهش فرکانسیش ضریکرنش، افزاان یه گرادیدهند که بر اساس نظریج نشان مینتا شود.یم

ها،  يکرو فناوریتوسعه م يتواند برایج پژوهش حاضر مینتا .کند ینیبشیر را پیین تغیتواند ایه کوپل تنش اصلاح شده نمیکه نظر یحال

 ارزشمند باشد.

  .ان کرنشیگراد هینظر ؛یبرنول -لریاو يهاریکروتیم ؛ارتعاشاتکلمات کلیدي:
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Abstract 
In order to improve the performance or manufacture of new micro-components, research on the vibrations of 
the micro-technologies is one of the most pressing needs in the industry. In this paper, the nonlinear 
vibration analysis of rotating Euler-Bernoulli microbeames subjected to loading is investigated using the 
strain gradient theory.Firstly, the non-dimensional equations of motion are obtained by insertion of the strain 
energy, the kinetic energy, and the work of the external force in Hamilton's Principle. Then, by applying 
Galerkin method, the natural frequencies are extracted. Then the validity and accuracy of the presented 
analysis is confirmed through comparison of the the present analysis result with the result of another 
reference. Next, after extracting the mode shapes, the effects of some important mechanical and geometrical 
parameters such as Poisson's ratio, thickness to material length scale parameter ratio, material, rotation speed 
and size effect parameters on the vibration response of the microbeam are investigated. The results reveal 
that based on the strain gradient theory, increase of the Poisson's ratio reduces the natural frequencies, while 
the modified couple stress theory can't do this prediction. The results of the present research can be valuable 
for development of micro-technologies. 

Keywords: Vibrations; Euler-Bernoulli Micro Beams; Strain Gradient Theory. 
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  مقدمه -1

 ،هاجاد شده در سازهیارتعاشات ا يق و پژوهش رویامروزه تحق

 انرژي ر جذبیاخ يها ت است. در سالیار حائز اهمیبس

از  ياریمورد توجه بس ،کیهارمون کیتحر تحت ریت یارتعاش

 ين براامحقق یپژوهشگران قرار گرفته است. به طورکل

 وهیش سه از یکیمکان يهاستمیس از يانرژ استحصال

- یمه استفاد کیزوالکتریپ ک ویالکترومگنت ،کیالکترواستات

 دیجد ستمیس کی ،]2همکاران [ و ]. عبدالمولا1کنند [

 تحت است، کیزوالکتریپ ریت کی که شامل را کیالاست

 را یمختلف يها روش قرار دادند. آنها زینو و کیهارمون کیتحر

 توان شیافزا و یستم اصلیس نامطلوب ارتعاشات کاهش يبرا

 يهاين مدل سازیشتر ایبد. گرفتن کار به استحصال شده

ستم یرفتار س يبرا یاضیاستفاده از زبان ر یو به عبارت یاضیر

ستم یس يها یژگیفهم بهتر رفتار و و يعت، برایدر طب یواقع

ل یو تحل یبه بررس ،]4و همکاران [ یمی]. کر3است [

با استفاده از  یارتعاش ين برداشت انرژیارتعاشات و همچن

مختلف  يها ک، از پل تحت عبور جرمیزوالکتریمواد پ

از پژوهشگران با استفاده  ياریر بسیاخ يهادر سالپرداختند.

همراه با  يهاسازهکرو و نانو یمرتبه بالا به مطالعه م ياز تئور

از موارد  ياریج حاصل شده در بسیک پرداختند. نتایزوالکتریپ

 ].6، 5[ استت یحائز اهم MEMES يراز جمله فناو

 1950ها در اواخر سال سازه کرویم يق روین تحقیاول

ن موتور ینمن صورت گرفت و در ادامه اولیچارد فایتوسط ر

نچ توسط یچهارم اک شصت و یبا ابعاد کوچکتر از  یکیالکتر

د یج فوای]. ازآن پس به تدر7ان ساخته شد[یام مک لیلیو

عتر شد. در سال یتر و وسجهان قابل درك کرو دریم يفناور

به وجود آمد و در سال  یکونیلین سنسور فشار سیاول 1961

دان یستور اثر میک ترانزینگهاوس یشرکت وست 1969

ن شتاب یاول 1970]. در سال 8دکننده را به وجود آورد[یتشد

ن نازل یاول 1979شکل گرفت و در سال  یکونیسنج سل

 يرهایکروتی]. م9ن اختراع شد[یکرو ماشیجوهر افشان م

 يوسرهایبه عنوان ترنسد يلادیم 1980از اواسط  یرزونانس

با  1991-1990 ]. در سال10[ استفاده شدند یکیمکان

دکتر ، یشرفته دفاعیقات پیتحق يهات آژانس پژوهشیحما

که به  ساخت را یکیکروالکترومکانیچ مین سوئیلارسن اول

]. 11[ شده بود یو طراحیکروویما يکاربردها يطور خاص برا

اما تا بازه  ،داشت ینان کمیت اطمین طرح قابلیهرچند ا

از خود نشان داد. با  یگا هرتز عملکرد عالیگ50یفرکانس

در  یکیکروالکترومکانیم يهاابزار ياز و تقاضا برایش نیافزا

فرکانس بالا  يفاکتورها يم، تقاضا برایسیارتباط ب يکاربردها

نکه در اواسط دهه نود یافت تا ایش یافزا یفیار کیو مع

 يبراییهانیگزیبه عنوان جا یکیکروالکترومکانیم يرزوناتورها

  ].12با اندازه بزرگ مطرح شد [ يرزوناتورها

کوپل تنش اصلاح  يبر اساس تئور پژوهشگراناز  یبرخ

. سلطان ]13[اند ها پرداختهکرو و نانو سازهیمشده به مطالعه 

و  یکیاستات يداریبه مطالعه ناپا،]14و همکاران [ ییرضا

 قین تحقیآنها در ا .ر پرداختندیک نانو تی یکشش یکینامید

را ارائه  يدیج مفینتا یهندس يهار پارامتریتاث يمطالعه رو با

کوپل تنش اصلاح  يتئور ،]15همکاران [کنگ و  نمودند.

 یعرض یعیطب يهاشده را جهت محاسبه فرکانس

نظر  شان با صرفیدند. اکراستفاده  یبرنول-لریاو يرهایکروتیم

جهت محاسبه  یلیتحل يارابطه یجرم ینرسیاز اثرات ا

 یشعبان .رها ارائه نمودندیکروتیم یعرض یعیطب يهافرکانس

ه کوپل تنش اصلاح شده یبا استفاده از نظر ،]16و همکاران[

ک با یالکترواستات يرویر تحت نیکروتیم ارتعاشات یبه بررس

و  یک پرداختند. الشتیکرنش انالاست-رفتار تنش

مطالعه ارتعاشات  يبرا یونیفرمولاس ،]17[یابوالقاسم

کوپل تنش اصلاح شده ارائه  يرها بر اساس تئوریکروتیم

ش ینشان دهنده بالاتر بودن مقدار پشان یج اینمودند. نتا

مورد  يتوسط تئور یعیطب يهافرکانس يشده برا ینیب

به  ،]18و وانگ [ یک بود. کیکلاس ياستفاده نسبت به تئور

ساخته  يموشنکویت يرهایکروتیم یکینامید يداریمطالعه پا

کوپل تنش اصلاح شده پرداختند. آنها  يشده بر اساس تئور

دازه ماده و نسبت طول به اثر ان يپارامترهار یتاث یبه بررس

رها پرداختند. یکروتین میا یکینامید يداریناپا يرو ضخامت

ب پواسون یاثر ضر ،]19[ یکخواه بهرامیو ن یه سمنانیدهرو

کوپل  ير مدل شده بر اساس تئوریکروتیم یخمش یبر سفت

و  يو مطالعه قراردادند. قنبر یتنش اصلاح شده را مورد بررس

کوپل تنش اصلاح شده، به  يبر اساس تئور ،]20[ ییاباب

ردار یک سر گی یبرنول-لریر اویارتعاشات آزاد ت یلیتحل یبررس

ش یشان نشان داد که افزایج ایپرداختند. نتا ییبا جرم انتها

یم یعیطب يهاباعث کاهش فرکانس  ییجرم انتها

ه کوپل یبا استفاده از نظر ،]21[ یو افراش ییسلطان رضا.دشو

ک نانو ی یر خطیغ یرفتار کششیمدلسازتنش اصلاح شده به 
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لتون یدو طرفه پرداختند. آنها با استفاده از اصل هام چیسوئ

ن یمک روش گالرکسپس به ک استخراج نمودند،معادلات را 

بر نانو  یهندس ير پارامترهاییر تغیآنها را حل کرده و تاث

 یبه بررس ،]22و همکاران [ یمظکاچ را مطالعه کردند.یسوئ

ک پرداختند. یزوالکتریه پیکروورق همراه با لایارتعاشات آزاد م

ک کوپل تنش اصلاح شده استفاده یر کلاسیه غیآنها از نظر

  د.دنکر

مرتبه بالا  يهايگر از تئورید یکیان کرنش یگراد يتئور

است که جهت در نظر گرفتن اثرات مربوط به پارامتر اثر 

کرو و نانو، یاس میرها در مقیمدل نمودن ت ياندازه ماده، برا

به  ،]23و همکاران [ يمورد استفاده قرار گرفته است. انصار

از جنس  يموشنکویت يرهایکروتیارتعاشات آزاد م یبررس

ان کرنش یگراد يشده بر اساس تئور يمواد درجه بند

بدون بعد و  پارامتر اثر اندازهاثرات  یپرداختند. آنها به بررس

و  يطاد. پرداختند یعیطب يهافرکانس يرو یینسبت رعنا

ر یک نانوتی یکیاستات يداریبه مطالعه ناپا ،]24پور [ یمیکر

ک و یالکترواستات يرویردار و اثر اندازه تحت اثر نیک سر گی

 ير و واندروالس) بر مبنایکازم يروی(ن ین مولکولیب يروهاین

به  ،]25ان کرنش پرداختند. کنگ و همکاران [یگراد يتئور

 يرهایکروتیم يرو یکینامیو د یکیاستات یلیه و تحلیتجز

شان یا .ان کرنش پرداختندیگراد يبر اساس تئور یبرنول-لریاو

ش نسبت ضخامت به پارامتر اثر اندازه ینشان دادند که با افزا

و  يد. اصغرشویه، اثرات اندازه قابل صرفنظر نمودن مماد

موشنکو با یت يرهایکروتیمعادلات حاکم بر م ،]26همکاران [

ان کرنش ارائه نمودند و بر یگراد يه تئوریز بزرگ را بر پایخ

 يرهایو ارتعاشات آزاد ت یکیرفتار استات یاساس آن به بررس

 یبه بررس ،]27ش و همکاران [یدو سر ساده پرداختند. قا

رها پرداختند. معادلات یکروتیم یر خطیغ يارتعاشات اجبار

ن یان کرنش، با استفاده از روش گالرکیگراد يبر اساس تئور

ستم یس یپاسخ فرکانس یو سپس به بررس يجداساز

  پرداختند.

ارتعاشات آزاد  یبه بررس ،]28و همکاران [ يانصار

شده بر  يده از جنس مواد درجه بندیخم يرهایکروتیم

ان کرنش پرداختند. آنها با استفاده از مدل یگراد ياساس تئور

لتون معادلات یمرتبه اول در کنار اصل هم یر شکل برشییتغ

رات ماده، ییحرکت را بدست آورده و سپس اثرات درجه تغ

 یعیطبیهافرکانس يرو ار يو نسبت منظر پارامتر اثر اندازه

اثرات  یبه بررس ،]29و محزون [ ينمودند. محمد یبررس

ان کرنش یگراد يرها بر اساس تئوریکروتیحرارت بر کمانش م

کارمن را جهت مرتبط نمودن -پرداختند. آنها روابط فون

ر مکان مورد استفاده قرار داده و نشان دادند که ییکرنش و تغ

کوپل تنش اصلاح  يهايان کرنش نسبت به تئوریگراد يتئور

 یم ینیش بیرا پ يترک، بار کمانش بزرگیشده و کلاس

 يهایژگیبه مطالعه و ،]30و همکاران [ يانصار .دینما

، از جنس مواد يمدل رد يبر مبنا يرهایکروتیم یارتعاش

 .ان کرنش پرداختندیگراد يشده بر اساس تئور يدرجه بند

ر دو یکروتیم یعیطب يهار فرکانسیآنها با استفاده از روش ناو

ر، پارامتر اثر یاثرات ضخامت تسر ساده را محاسبه نمودند و 

 یعیطب يهافرکانس يرا رو ییاندازه بدون بعد و نسبت رعنا

ارتعاشات  یبه بررس ،]31چ و همکاران [یچیارائه نمودند. کارل

 يهايبر اساس تئور یکربن يهاو کمانش نانولوله یآزاد خمش

پرداختند. آنها نشان  ینرسیا-ان تنش، کرنش و کرنشیگراد

 يهاباعث کاهش فرکانس ،يش نسبت منظریادادند که افز

به  ،]32پور و همکاران [ یمیکر.شودیو بار کمانش م یعیطب

 ير مدل شده بر مبنایر دو سر درگینانوت يداریناپا یبررس

ر ییتغ-شان از روابط کرنشیان کرنش پرداختند. ایگراد يتئور

ر یبه دست آوردن معادله حاکم بر ت يمکان فون کارمن برا

واندروالس در معادلات حاکم را  يرویو اثر ن کردند استفاده

 یرفتار ارتعاش ،]33و همکاران [ ينوروزز در نظر گرفتند.ین

مورد مطالعه  یوب نابالانسیاتاقان را تحت عیستم روتور یس

نابالانس بر دامنه  يجرمها اثر اختلاف فاز قرار دادند. آنها

ز به یژوهشگران نپاز  گرید یرخب کردند. یز بررسیسخ را نپا

ان کرنش یگراد يها بر اساس تئورارتعاشات نانو سازهیبررس

  ].35، 34[ دتنخاپرد

 یر خطیل ارتعاشات غیدر پژوهش حاضر، تحل

چرخان تحت بار با استفاده از  یبرنول -لریاو يرهایکروتیم

لازم به ذکر رد. یگیقرار م یان کرنش مورد بررسیه گرادینظر

فرکانس  يشتر تمرکز خود را رویر پژوهشگران بیاست که سا

 یعیفرکانس طب یگذاشته و کمتر به بررس یعرض یعیطب

چرخان  يهاکرو سازهیدر م یکه نقش مهماند 	پرداخته یطول

- یم یررسن مهم بیاکه در پژوهش حاضر،  یدر حالدارد، 

 یلیدر مدل تحل ن،یشیپ ين بر خلاف کارهایهمچن ؛دشو

ک در نظر گرفته یهارمون ير در معرض بارگذاریکروتیمحاضر،

 ير برایکروتیو مجنس دن باریاول يبرا به علاوه،شود.یم
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ت و بازده یبا حساس یکیالکترومکانکرویساخت قطعه م

  .شودیارائه م يج ارزشمندیو نتا یبررسبالاتر  یاتیعمل

  

  یلیون تحلیفرمولاس -2

  لتونیاصل هم - 2-1

چرخان  یبرنول –لریر اویکروتیک میک یشمات 1در شکل 

 ،Lطول  ير دارایکروتین میشود. ایهمراه با بار نشان داده م

      Zحول محور  Ωبوده و با سرعت  b يو پهنا hضخامت 

ستم توسط ین سی.ااست Rز برابر یچرخد. شعاع روتور آن نیم

تحت ارتعاش قرار دارد. محور  (�)� کیهارمون یخارج يروین

هم عمود بر  �شود و محور یر فرضمیدر امتداد طول ت �

ب یبه ترت �و  � يشود. پارامترهایدر نظر گرفته م �محور 

نشان دهنده  ،یر مکانیزمان و متغ يریاندازه گ يپارامترها

نسبت به مرکز سطح مقطع  ،طعت مرکز هر سطح مقیموقع

  متصل به روتور است.

به  ییدان جابجای، میبرنول -لریاو يبا استفاده از تئور

  :شودیان می) ب1( صورت روابط

��  الف)- 1( = �(�,�) − �.
�

��
�(�,�) 

��  ب)- 1( = 0	

��  ج)- 1( = �(�,�) 

 

  
  ر چرخانیکروتیک میشمات - 1شکل 

  

 يدر راستا ییب جابجایبه ترت ��و  ��، �� ن روابطیکه در ا

 يان کرنش، انرژیه گرادی. بر اساس نظراست �و  	� ،�محور 

  ]:29[ شودیم انیب )2ر به صورت رابطه (یکروتیم یکرنش

� =
1

2
� �������+ ����+ ����

(�)
����
(�)

+ � ��
� ���

� ��� 

)2(  				,�,�= 1,2,3 

,���ه ن رابطیکه در ا ��,����
(�)
, ���

تنش  يتانسورهاب یبه ترت �

) 3باشند که به صورت روابط (یم یمراتب بالاتر و تنش کوش

  شود.یان میب

�  الف)- 3( ��
� = 2���

����
�  

����  ب)- 3(
(�)

= 2���
�����

(�)
 

��  ج)- 3( = 2���
��� 

���  د)- 3( = 2���� + ������� 

به  ��و  �� ،�� وهمان ثوابت لامه  �و  � ن روابطیدر ا که

وابسته  یاضاف يمستقل اثر اندازه طول ماد يب پارامترهایترت

ان چرخش یو گراد یان کشش انحرافیان اتساع، گرادیبه گراد

,��� نیهمچن ؛باشندیم ��	,����
(�)
		, ���

ب تانسور یهم به ترت �

، یان کشش انحرافیان چرخش متقارن، تانسور گرادیگراد

 روابط کرنش است که به صورت ان اتساع و تانسوریبردار گراد

  شوند:یف میتعر) 4(

���  الف)- 4(
� =

1

2
(��,� + ��,�) 

����
(�)

=
1

3
����,�+ ���,� + ���,�� 

								−
1

15
[�������,� + 2���,�� 

								+ �������,�+ 2���,�� 

+								  ب)- 4( �������,� + 2���,��] 

��  ج)- 4( = ���,� 

���  د)- 4( =
1

2
(��,� + ��,�) 

کر و در رابطه یکرون يانگر تانسور دلتای، ب���ن روابط یکه در ا

  که عبارت است از: انگر بردار چرخشیب � الف)،- 4(

)5(  � =
1

2
� × � 

 �ر مکان و ییدان تغیبردار م � ) پارامتر5در رابطه (

اند. با  شده یگر ضرب خارجیکدیان است که در یاپراتور گراد

تانسور  يهامولفه ،د)-4) در معادله (1قرار دادن روابط (

 يها، تمام مولفهيگذارید. پس از جایآیکرنش به دست م

ت با در نظر یشود.در نهایبرابر صفر م ���تانسور کرنش بجز 

ر مکان ییتغ -کرنش مرکزگرا از رابطه يرویگرفتن اثرات ن

  د:شویان می) ب6به صورت رابطه ( ���فون کارمن، 

)6(  ��� =
��

��
− �.

���

���
+
1

2
(
��

��
)� 

,�)، ترم یسیلازم به ذکر است که به منظور خلاصه نو �) 

صـورت   در نظر گرفتن قانون هـوك کـه بـه    شود. بایحذف م

  :است) 7رابطه (
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)7(  � = ��	

ن یشود. به همیمحاسبه م یکرنش يقسمت اول انرژ

 ز قابل محاسبهین یکرنش يانرژ يبعد يهاب قسمتیترت

 يسوم انرژ است. لازم به ذکر است که در مورد قسمت

���� یعنی یکرنش
����و  (�)

رابطه  ست و هفتیبه تعداد ب، (�)

  شود:یان می) ب8شود که باروابط (یحاصل م

����
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

= 0 

����
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

= 0 

����  الف)- 8(
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

= 0	

	����
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

= 	−
3

15
���,� 

����
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

=
4

15
���,� 

����
(�) = ����

(�) = ����
(�) = −

1

15
���,� 

����
(�)

= ����
(�)

= ����
(�)

= −
3

15
���,� 

����  ب)- 8(
(�) = −

3

15
���,�����

(�)
=
2

5
���,�,	

� یعنی یکرنش يانرژ یانیبدست آوردن ترم پا يرا ��
و  �

���
)، 5رابطه ( ر مکان درییبردار تغ يهامولفه يگذاریبا جا ،�

   )بدست9چرخش به صورت رابطه ( ر صفر برداریمولفه غ

  :دیآیم

)9(  �� = −
��

��
 

 يهابدست آمده، مولفه جیتمام نتا يگذاریدر ادامه با جا

مرتبه بالاتر تنش به دست  يهاو مولفه یتانسور تنش کوش

ان ی) ب10به صورت رابطه ( یکرنش ين انرژیبنابرا ؛دیآیم

  د:شویم

� =
1

2
�[��(

��

��
+
1

2
(
��

��
)�)�

�

�

 

									+ ��(
���

���
)� + ��(

���

���
)� 

)10(  									+ ��(
���

���
+
��

��

���

���
)�]�� 

  :است ر استفاده شدهیز يرهایر متغیین رابطه تغیکه در ا

�� = �� 		,�� = ��� + �� �2��
� +

8

15
��
� + ��

�� 

�� = 2��� ���
� +

2

5
��
�� 

�� = 2�� ���
� +

2

5
��
�� 

)11(  � = 2� + � 

سطح  ینرسیممان ا ��سطح مقطع و  �ن روابط، یدر ا

ر چرخان یکروتیم یجنبش ي.انرژاست �ر حول محور یکروتیم

  ]:36د[شو یان می) ب12زبه صورت (ین

  � = 	
1

2
� �((

���
��

)� + �
���
��

�
�

 

)12(  																			+��(� + � + ��)
�)��  

و  ي. با ساده سازاستر یکروتیم یجرم یچگال �که درآن 

به  یجنبش يانرژ ر،یکروتیسطح مقطع م يرو يریانتگرالگ

  د:یآی) بدست م13صورت (

� =
1

2
�(��� �

��

��
�
�

+ � �
���

����
�

�

+ � �
��

��
�
�

�

�

 

)13( 												+� �
��

��
�
�

+ � ��(� + � + �)�)�� 

�در آن،   = �جرم بر واحد طول و  �� = ممان  ���

به صورت  یخارج يرویکار ن .استر یکروتیم یجرم ینرسیا

  :شودیان می) ب14رابطه (

)14(  � = ��(�)�(�)��

�

�

 

اصل  ) در14) و (13)، (10روابط ( يگذاریت با جایدر نها

  لتون:یهم

)15(  � �(� − � + � )�� = 0

��

��

 

 ر چرخان به صورتیکروتیم يط مرزیو شرا معادلات حرکت

  شود.ی) استخراج م16روابط (

 معادلات حرکت:

��
∂

∂x
�
��

��

��

��
� + ��

���

���
+ �(�) − ��

���

���
 

																											− ��
�

��
�
��

��

���

���
� − ���

���

���
 

الف)-16(  																											= �
���

���
− �

���

������
 

��
���

���
− ��

���

���
+ � ��(� + � + �) = �

���

���
 

ب)-16(   
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 شرایط مرزي:

Clamped end: 

�(�,�) = 0	���	��
��(�,�)

��
= 0 

Free end: 

��
���(�,�)

���
= 0	���	��

���(�,�)

���
= 0 

ج)-16(   

 اثر اندازهمترهاي اپار لازم به ذکر است که با حذف

)�� = � � = � � =  -لریر چرخان اوی) معادلات حاکم بر ت0

ک قابل استخراج است. به یکلاس يتئور يبرمبنا یبرنول

 زیربعد  یب يمعادلات حرکت، پارامترها يبعد ساز یمنظور ب

  شوند:یف و مورد استفاده واقع میتعر

  
�� =

�

�
			, �̂ =

�

�
		, �� =

�

�
		,		 

  

�� =
�

�
		, �̂ =

�
��

�

 

�� = �.�							,							���� =
��
����

 

��� =
��
����

			,			� =
�

�
		,					,��� =

��
����

 

)17(  � = ��
�

��
	,� = ��

�

�
 

- مولفه مشخصه زمان جهت بی بعد سازي است. Tکه در آن 

 یکیاستات يهاییاز جابجا یبیبه صورت ترک ییجابجا يها

 یناش یکینامید يهاییز از مرکز و جابجایگر نیروي از یناش

ان ذکر است ین شایهمچن ؛شودیاز ارتعاش در نظر گرفته م

 يرویبا سطح مقطع متقارن، نک یزوتروپیا يرهایکه در ت

شود؛ یم یطول یکیاستات ییز از مرکز تنها منجر به جابجایگر

�� به صورت روابط ییجابجا يهان مولفهیابنابر = �� �(�) +

���(�, ��و  (� = �� �(�,  يگذاری. با جا]36[ دشویان میب (�

 (�) ن حذف علامتیو همچن يبعد، ساده ساز یب يهاپارامتر

,�)و  در  ،یسیبه منظور خلاصه نو (^)و نماد  �س یر نویز ،(�

  د:یآیر بدست میبعد ز یحرکت ب ت معادلاتینها

�

��
�
��

��
��
� � + ���

���

���
+ ��(�) − ����

���

���
 

										−���
�

��
�
��

��
��
���� −

��
�

��
���

���
 

=										  الف)-18(
���

���
−

1

��
���

������
 

���  ب)-18(

���
− ���

���

���
+ ��

�� =
���

���
	

  نیاعمال روش گالرک -2-2

 خاص است که در یمانده وزن یک روش باقین یروش گالرک

شود. یاستفاده م یآن همان توابع شکل به عنوان تابع وزن

ها به ییروش ابتدا جابجا نیاز ایجهت انجام روند مورد ن

ن یشود. در ای) در نظر گرفته م20() و 19صورت معادلات (

��روابط 
��	و	�

 یطول ین مود نرمال خطیام �ب یبه ترت �

 یبرنول-لریر اویت یعرض یر چرخان و مود نرمال خطیله غیم

�� باشند ویم
��و  �

 یمختصات عموم نیام jب یبه ترت �

  باشند:یم یو عرض یطول

)19(  � = � ��
�(�)��

�(�)
�

���
 

)20(  � = � ��
�(�)��

�(�)
�

���
	

الف) و -18) در معادلات (20) و (19روابط ( يگذاریبا جا

شده  ين معادلات جداسازیب) و اعمال روش گالرک-18(

  د:یآی) بدست م21حرکت به صورت (

)21(  �.�̈ + �.� = � 

به صورت  �جرم  سیو ماتر � یس سفتیترمامقدار 

  شود:یم انی) ب23) و (22روابط (

�(�,�) = ���
�(���

����
�

���
− ����

����
�

���

�

�

 

																	−���
�

��
���

���
���

�

��
�	+

�

��
���

�
���

�

��
� 

																	−
��
�

��
����

�

���
)	��	, 

�  الف)-22( = 1,…,�, �= 1,…,� 

�(�,�) = − ���
� ���

� −
1

��
��
���

� ��,

�

�

 

� ب)- 22( = 1,…,�, �= 1,…,� 

�(�,�) = ���
� �−���

����
�

���
+
����

�

���
+ ��

���
����

�

�

, 

=� الف)-23( 1 + �,…,2�		,� = 1 + �,…2� 

�(	�,�) = − ���
����

����

�

�

 

=� ب)-23( 1 + �,…,2�		,� = 1 + �,…2� 

  توان نوشت:یم زین یخارج يرویکار ن يدر ضمن، برا

)24(	 	� = − ���
�(� × �(�))��

�

�
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 �و  � يها سیژه ماتریر ویدر ادامه با محاسبه مقاد

  شود.یاستخراج م یعیطب يهافرکانس

  

  جینتا -3

  یصحت سنج -1- 3

] 37براي صحت سنجی مسئله، نتایج حاضر با نتیجه مرجع [

که در آن تحلیل ارتعاشات عرضی یک شود 	اعتبار سنجی می

برنولی چرخان بر اساس نظریه کوپل تنش -میکروتیر اویلر

�اصلاح شده بدست آمده است. در این مسئله با فرض 

�
= 1 ،

�

�
= �L، نسبت لاغري 2

�

��
= و سرعت چرخش بدون  20

��ΩLبعد 
��

���
= مقدار فرکانس طبیعی عرضی اول بی بعد  4

��ωLبه صورت 
��

���
فرکانس  ωه در آن آید کبدست می 

. در ضمن سایر خواص میکروتیر مطابق با طبیعی با بعد است

نتیجه تحلیل حاضر و نتیجه  2. در جدول است 1جدول 

 د. همانطور که مشاهده شو ] با هم مقایسه می37مرجع [

تطابق خوبی بین نتایج وجود دارد که خود مبین  ،شودمی

  .استصحت و دقت تحلیل حاضر 

  

  ]37خواص مکانیکی و هندسی میکروتیر چرخان [ - 1جدول 

��  چگالی

��
 1220  

  GPa 4/1  مدول یانگ

 3/0  ضریب پواسون 

  �m6/17  پارامتر اثر اندازه

  

 ]37مقایسه نتیجه حاضر با نتیجه مرجع [ - 2جدول 

  
  نتیجه تحلیل

  حاضر

  نتیجه مرجع

]37[ 

درصد 

  اختلاف

  فرکانس طبیعی

  عرضی اول بی بعد
331/9 377/9 4/0≈ %  

  

  یو عرض یطول يشکل مودها - 2- 3

 )25( ر به صورت رابطهیمعادله ت یبا در نظر گرفتن حل کل

  ].38[ شودیاستخراج م یو عرض یطول يشکل مودها

�(�) = ������� + ������� 

)25(  												+ �����ℎ�� + �����ℎ�� 

ردار در یک سرگیر یت يط مرزیپس از قرار دادن شرا

به  یو عرض یطول يشکل مودها ،ي) و ساده ساز25رابطه (

  د:یآی) بدست م27) و (26ب به صورت روابط (یترت

)26(  ��
�(�) = ���

(2� + 1)��

2
					� = 0,1,2…� 

��
�(�) = (��� ��� − ��� ℎ���) 

										−
��� ��� + ��� ℎ���

��� ��� + ��� ℎ���
(��� ��� − ��� ℎ���) 

)27(   

به  یو سه شکل مود اول طول یسه شکل مود اول عرض

  شوند.یش داده مینما 3و  2 يهاب در شکلیترت

  

  
  ریکروتیم یسه شکل مود اول عرض -2شکل 

  

 
  ریکروتیمیسه شکل مود اولطول - 3شکل 

  

 يهافرکانس يب پواسون رویاثر ضر یبررس - 3-3

  یطول یعیطب

 یعیطب يهال، فرکانسین قسمت پس از انجام کار تحلیدر ا

ر چرخان بدست آمد و سپس در یکروتیک نوع می يبرا یطول

 يج برایب پواسون، نتایر در مقدار ضرییهر مرحله تنها با تغ

ان کرنش بدست یکوپل تنش اصلاح شده و گراد يدو تئور

در ضمن  ) ارائه می شوند.5) و (4هاي ( ند که در شکلآمد

در  3جهت انجام محاسبات مسئله، پارامترها مانند جدول 

  نظرگرفته شد.
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��ه کوپل تنش اصلاح شده یدر نظر = � � = است و  0

ب یر ضرییتغ شود، مطابق این نظریه، همانطور که مشاهده می

اول و دوم ندارد.  یطول یعیفرکانس طب يرو يریپواسون تاث

ک پارامتر اثر اندازه یل در نظر گرفتن تنها یبه دل ين تئوریا

فرکانس  يب پواسون رویضر ریست تاثی، قادر ن�� یعنی

  ر را نشان دهد.یکروتیم یطول یعیطب

ب یر ضرییان کرنش، با تغیه گرادیل مسئله با نظریدر تحل

همانطور کند. یر مییز تغین یطول یعیپواسون، فرکانس طب

ب پواسون، یش مقدار ضریبا افزا ،که از نمودارها مشخص است

ل آن کاهش یابد که دلییکاهش م یطول یعیفرکانس طب

  سازه است. یافتن سفتی

  

  ]39[ریکروتیم یو هندس یکیخواص مکان -3جدول 

  مقدار  تیکم  مقدار تیکم

  �m 15  پارامتر اثر اندازه GPa70  انگیمدول 

��  یچگال

��
  �m 101  طول  2700 

��� 100  ریکروتیسرعت چرخش م  32/0  ب پواسونیضر
�

  

  �m 15  ضخامت  �m 2/35  عرض

  

 یطول یعیا کاهش فرکانس طبیش یروند افزا ینیش بیپ

که سازنده  استرها یکروتیم یار مهم در طراحیمسئله بس

ان یه گرادینظرد به آن دقت لازم را داشته باشد.یقطعه با

ک یه کوپل تنش اصلاح شده که تنها یکرنش بر خلاف نظر

تواند سه پارامتر اثر یرد، میگیپارامتر اثر اندازه را در نظر م

ن خاطر همانطور یکند، به همیاندازه را در محاسبات لحاظ م

ب پواسون یر ضریدهند، قادر است که تاث یج نشان میکه نتا

  را آشکار سازد. یطول یعیفرکانس طب يرو

ب یهرچه مقدار ضر د،شو همانطور که مشاهده می

ن یب یطول یعیطب يهاکمتر باشد، اختلاف فرکانسپواسون 

شتر یان کرنش و کوپل تنش اصلاح شده، بیگراد يدو تئور

ت است که اگر ین موضوع از آن جهت حائز اهمیان ایاست. ب

کند، بهتر  یشتر طراحیب یسفتبا  يریکروتیم ،طراحقصد دارد

چرا که در مقدار  ؛ان کرنش استفاده کندیه گرادیاست از نظر

 .استشتر یب يج دو تئوریب پواسون کمتر، اختلاف نتایضر

 
ب یبر حسب ضر یطول یعین فرکانس طبیاول -4شکل 

  پواسون

 

 
ب یبر حسب ضر یطول یعین فرکانس طبیدوم - 5شکل 

  پواسون

  

اندازه  اثر ر نسبت ضخامت به پارامتریتاث یبررس - 4- 3

  یو عرض یطول یعیطب يهافرکانس يرو

با  یبرنول -لریردار اویک سرگیر یکروتیم يبران قسمت یدر ا

 ر نسبت ضخامت به پارامترییبا تغ، 3خواص مندرج در جدول 

اول و دومبر  یو عرض یطول یعیطب يهافرکانس ،اندازه اثر

ان کرنش یگرادکوپل تنش اصلاح شده و  يهاهینظر اساس

  د.شو یم سهیآنها با هم مقار ییو روند تغشود یماستخراج 

��ه کوپل تنش اصلاح شده با ینخست نظر = � � =  و 0

�� = مترها ان مطالعه با وارد کردن پارید. در اشویم یبررس �

ر در نسبت ضخامت به پارامتر اثر ییو در هر مرحله تنها با تغ

ن ییتع اول و دوم یو عرض یطول یعیطب يهااندازه، فرکانس

 ؛شوندیارائه م 5و  4در جداول  بدست آمده جینتا د.شویم

با  ان کرنشیگراد هینظر ل بر اساسیتحل ن،یهمچن

�� = � � = � � = در جداول  حاصله جینتاشود.  یز انجام مین �

شود ین جداول مشاهده میشوند. با توجه به ایارائه م 7و  6

چ گونه یر نسبت ضخامت به پارامتر اثر اندازه، هییکه تغ

 يهافرکانس یندارد، ول یطول یعیطب يهابر فرکانس يریتاث

ر نسبت ضخامت به ییه، با تغیهر دو نظر يبرا یعرض یعیطب

ش یکه با افزان صورت یکند. به ایر مییپارامتر اثر اندازه تغ
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     ش یز افزاین یعرض یعیطب يهافرکانس نسبت مذکور،

سازه  یتفش سیتوان افزایش را مین افزایل ایابد. دلییم

ه یدهد، نظریج نشان میهمانطور که نتا نیهمچن ؛دانست

را نسبت به  يبزرگتر یعیطب يها ان کرنش فرکانسیگراد

  کند.یم ینیش بیه کوپل تنش اصلاح شده پینظر

  

بر حسب نسبت  یعرض یعیطب يهافرکانس -4جدول 

  ه کوپلیضخامت به پارامتر اثر اندازه بر اساس نظر

  تنش اصلاح شده

 یعین فرکانس طبیدوم

 یعرض
���

�
  

 یعین فرکانس طبیاول

 یعرض
���

�
  

ℎ

�
 

3470/1  1692/0  05/0  

4337/1  1785/0  5/0  

6760/1  2057/0  1   

4899/2  3105/0  2  

6092/3  5299/0  3  
  
  

بر حسب نسبت  یطول یعیطب يهافرکانس - 5جدول 

  ه کوپلیضخامت به پارامتر اثر اندازه بر اساس نظر

  تنش اصلاح شده

فرکانس ن یدوم

 یطول یعیطب
���

�
  

 یعین فرکانس طبیاول

 یطول
���

�
  

ℎ

�
 

7124/4	5708/1	3 ,2,1، 5/0, 05/0  

  

ر نسبت ییتغ يبرا یعرض یعیطب يهافرکانس -6جدول 

  ان کرنشیه گرادیضخامت به پارامتر اثر اندازه بر اساس نظر

 یعیفرکانس طب نیدوم

 یعرض
���

�
  

 یعین فرکانس طبیاول

 یعرض
���

�
  

ℎ

�
 

5127/2  2895/0  05/0  

5595/2  2948/0  5/0  

7005/2  3116/0  1 

2609/3  3865/0  2  

1698/4  5684/0  3  

بر حسب نسبت  یطول یعیطب يهافرکانس -7جدول 

  ان کرنشیه گرادیضخامت به پارامتر اثر اندازه بر اساس نظر

ن فرکانس یدوم

 یطول یعیطب
���

�
  

ن فرکانس یاول

 یطول یعیطب
���

�
  

ℎ

�
 

2134/5	5902/1	3 ,2 ,1, 5/0, 05/0 

  

انتخاب جنس  يبرا یعیطب يهاسه فرکانسیمقا -5- 3

  ریکروتیم

از  ياریدر بس یمهم يچرخان نقش سازه ا يرهایکروتیم

ن یا یعیدارند. فرکانس طب یکیکروالکترومکانیم يستم هایس

 یعیطبت است که فرکانس یرها از آن جهت حائز اهمیکروتیم

 یاتیت و بازده عملیش حساسیدر افزا ینقش مهم ،بالاتر

 ين بخش برایدارد. در ا یکیکروالکترومکانیزات میتجه

 ر از جنسیکروتیسه دو میر چرخان به مقایکروتیم ساخت

در  ریکروتین دو میپرداخته شد. خواص ا یوم و اپوکسینیآلوم

و  یعرض یعین مطالعه فرکانس طبیآمده است. در ا 8جدول 

بدست  یوم و اپوکسینیر از جنس آلومیکروتیم يبرا یطول

نشان داده شد.  7و  6 يهامشاهده بهتر در شکل يآمده و برا

ان کرنش در نظر گرفته یمورد استفاده هم گراد ينوع تئور

ا درواقع یت بالاتر قطعه ین مطالعه حساسیشود. در ایم

ن دو یشتر مطلوب است.در ضمن ایب یعیفرکانس طب

شد. در یکروتیر با ابعاد هندسی یکسانی در نظر گرفته میم

، فرکانس طبیعی عرضی میکروتیر از دو جنس با هم 6شکل 

  طبیعی فرکانس اپوکسی که شد مشخص خوبی به و مقایسه

  

  ]39ر چرخان[یکروتیم یو هندس یکیخواص مکان -8جدول 

  مقدار تیکم

  GPa 4/1  یانگ اپوکسیمدول 

  3/0  یب پواسون اپوکسیضر

  ومینیآلوم یچگال
��

��
 2700  

��  یاپوکس یچگال

��
1220  

  �m 6/17  یپارامتر اثر اندازه اپوکس

���  سرعت چرخش

�
 100  
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نیز،  7عرضی بیشتري نسبت به آلومینیوم دارد. در شکل 

اي براي فرکانس طبیعی طولی آلومینیوم و اپوکسی مقایسه

طولی شود که فرکانس طبیعی صورت گرفت. مشاهده می

اپوکسی نیز بیشتر از آلومینیوم است. در تجهیزات پزشکی 

هم تمایل بر آن است که بیشتر از اپوکسی استفاده شود، چرا 

سازگاري و قابلیت حرکت داخل مایع را   که خاصیت زیست

  نیز دارد.

  

  تاثیر سرعت چرخش بر فرکانس طبیعی عرضی -6- 3

وتیر      در این قسمت به بررسی تاثیر سرعت چرخش میکر

  خواص  شود. می پرداخته میکروتیر عرضی طبیعی فرکانس بر

  

  
از  يرهایکروتیم یعرض یعین فرکانس طبیاول - 6شکل 

  ومینیو آلوم یجنس اپوکس

  

  
از جنس  يرهایکروتیم یطول یعین فرکانس طبیاول -7شکل 

  ومینیو آلوم یاپوکس

است. نتایج  3هندسی و مکانیکی میکروتیر مطابق جدول 

ارائه  9اول و دوم در جدول  یعرض یعیطب يها فرکانسبراي 

ش سرعت چرخش یشود که با افزا یشوند. مشاهده م یم

ش یاول و دوم افزا یعرض یعیطب يها ر، فرکانسیکروتیم

سازه در اثر  یکل یعرض یشتر شدن سفتیل بیابد که به دلییم

  .است ش سرعت چرخشیافزا

  

 یعیطب يها ر سرعت چرخش بر فرکانسیتاث - 9جدول 

  اول و دوم یعرض

 یعرض یعیفرکانس طب

  (rad/s)دوم 

 یعرض یعیفرکانس طب

 (rad/s)اول 
 سرعت چرخش

(rpm) 

7005/2  3116/0  100  

7093/2  3247/0  150  

7214/2  3422/0  200  

7370/2  3635/0  250  

7559/2  3880/0  300  

  

 یعیبر فرکانس طباثر اندازه  ير پارامترهایتاث - 7- 3

  یعرض

، �� اثر اندازهک یرکلاسیغیر پارمترهاییر تغین قسمت تاثیدر ا

ر یکروتیاول و دوم م یعرض یعیفرکانس طب يرو ��و  ��

 3ر مورد مطالعه در جدول یکروتید. خواص مشویم یبررس

و  ��، �� يپارامترها يج بدست آمده برایداده شده است. نتا

شود. یارائه م 12و  11، 10 يها ب در جدولیبه ترت ��

 يک از پارامترهاید، با کاهش هر شویهمانطور که مشاهده م

ز یاول و دوم ن یعرض یعیاثر اندازه مذکور، مقدار فرکانس طب

  .ابدییکاهش م

  

  نتیجه گیري -4

در این مقاله به تحلیل ارتعاشات غیر خطی میکروتیرهاي 

برنولی چرخان تحت بار بر اساس نظریه گرادیان کرنش - اویلر

هاي طبیعی پرداخته شد و به کمک روش گالرکین فرکانس

سپس با مقایسه نتیجه تحلیل حاضر گردید. سیستم استخراج 

  شد. سنجی صحت شده ارائه تحلیل دیگر، مرجعی نتیجه با
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اول و دوم بر حسب  یعرض یعیفرکانس طب - 10جدول 

  ��پارامتر 

دوم  یعرض یعیفرکانس طب

rad/s  

اول  یعرض یعیفرکانس طب

rad/s  
�� 

5748/3  2661/1  �m16 

5281/3  2645/1  �m15  

4839/3  2630/1  �m14	

4422/3  2617/1  �m13  

  

اول و دوم بر حسب  یعرض یعیفرکانس طب -11جدول 

  ��پارامتر 

دوم  یعرض یعیفرکانس طب

rad/s  

اول  یعرض یعیفرکانس طب

rad/s 
�� 

6149/3  2678/1 �m 16 

5919/3  2672/1 �m 15  

5703/3  2666/1 �m 14	

5500/3  2661/1 �m 13	

  

اول و دوم بر حسب  یعرض یعیفرکانس طب -12جدول 

  ��پارامتر 

دوم  یعرض یعیفرکانس طب

rad/s  

اول  یعرض یعیفرکانس طب

rad/s  
�� 

5005/3  2644/1  �m 16  

4085/3  2618/1  �m 15  

3202/3  2594/1  �m 14	

2357/3  2573/1  �m 13	

 
، به یو عرض یطول يدر ادامه پس از استخراج شکل مودها

 يهاب پواسون بر فرکانسیر ضرییر تغیتاث يمطالعه رو

ر نسبت ضخامت به پارامتر اثر ییر تغیو تاث یطول یعیطب

 يج برایپرداخته شد. نتا یعیطب يهافرکانس ياندازه رو

ان کرنش و کوپل تنش اصلاح شده با هم یگراد يهاهینظر

ان کرنش بر یه گرادیج نشان داد که نظرید. نتایسه گردیمقا

ر ییر تغیتواند تاثیه کوپل تنش اصلاح شده، میخلاف نظر

ن یرا ارائه دهد. به ا یطول يهافرکانس يب پواسون رویضر

 يهاب پواسون، مقدار فرکانسیش ضریصورت که با افزا

ابد. در ضمن، بر اساس هر دو ییکاهش م یطول یعیطب

ش نسبت ضخامت به پارامتر اثر ی، با افزایه مورد بررسینظر

ثابت و مقدار فرکانس  یطول یعیاندازه، مقدار فرکانس طب

 یش سفتیل آن، افزایابد که دلییش میافزا یعرض یعیطب

دو  یارتعاشات ین بار به بررسیلاو ين، برایهمچن ؛سازه است

پرداخته شد و  یوم و اپوکسینیر از جنس آلومیکروتیم

جهت ساخت  یر از جنس اپوکسیکروتید که میمشخص گرد

 .تر استت بالاتر مناسبیبا حساس یکیکروالکترومکانیقطعه م

 یعرض یعیفرکانس طب ير سرعت چرخش رویدر ادامه تاث

ش سرعت یو مشخص شد که با افزا یر بررسیکروتیم

- یش میز افزایسازه ن یعرض یعیزان فرکانس طبیم ،چرخش

سازه اثر سخت  یرفتار خمش يش سرعت رویافزا یعنی ؛ابدی

 ياثر اندازه رو ير پارامترهایت تاثیدارد. در نها یشوندگ

قرار گرفت و مشخص  یمورد بررس یعرض یعیفرکانس طب

سازه و در  یشد که کاهش پارامتر اثر اندازه، باعث نرم شوندگ

  د.شو یم یعرض یعیجه کاهش فرکانس طبینت

  

  مراجع -5
[1] Afsharfard A (2018) Application of nonlinear 

magnetic vibro-impact vibration suppressor and 
energy harvester. Mech Syst Signal Pr 
98(Supplement C): 371-381. 

[2] Abdelmoula H, Dai HL, Abdelkefi A, Wang L 
(2017) Control of base-excited dynamical systems 
through piezoelectric energy harvesting absorber. 
Smart Mater STRUCT 26(9): 095013. 

[3] Homayoun Sadeghi SM, Lotfan S (2017) 
Nonparametric system identification of a cantilever 
beam model with local nonlinearity in the presence 
of artificial noise. Modares Mechanical 
Engineering 16(11): 177-186. 

انرژي از رداشت ) ب1395] کریمی م، تیکنی رضا، ضیائی راد س (4[

 متوالی با استفاده از موادهاي  ارتعاشات پل تحت عبور جرم

   .16)6:( 108-118 مهندسی مکانیک مدرس .پیزوالکتریک

[5] Nikpourian A, Ghazavi MR, Azizi S (2019) Size-
dependent secondary resonance of a 
piezoelectrically laminated bistable MEMS 
archResonator. Compos Part B-Eng 173: 106850. 

[6] Nikpourian A, Ghazavi MR, Azizi S (2019) Size-
dependent nonlinear behavior of a piezoelectrically 
actuated capacitive bistable Microstructure. Int J 
Nonlin Mech 114: 49-61. 



  

 

  

  برنولی چرخان تحت بار با استفاده از نظریه گرادیان کرنش -تحلیل ارتعاشات غیر خطی میکروتیرهاي اویلر |192

  

 3/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

[7] Lyshevski SE (2002) MEMS and NEMS: Systems, 
devices and structures. CRC.Press, Boca Raton. 

[8] No SY, Hashimura A, Pourkamali S, Ayazi F 
(2002) Single-crystal silicon HARPSS capacitive 
resonators with submicron gap-spacing. Solid-State 
Sensors, Actuator and Microsystems Workshop, 
281-284. 

[9] Piekarski B, DeVoe D, Dubey M, Kaul R, Conrad J 
(2001) Surface micromachined piezoelectric 
resonant beam filters. Sensor Actuat A-Phys 91(3): 
313-320. 

[10] Elwenspoek SM, Wiegerink R, Wiegerink J 
(2001) Mechanical microsensors. Springer Science 
& Business Media. 

[11] Larson LE, Hackett RH, Melendes MA, Lohr RF 
(1991) Micromachined microwave actuator 
(MIMAC) technology-a new tuning approach for 
microwave integrated circuits. in Proceeding of the 
Microwave and Millimeter-Wave Monolithic 
Circuits Symposium, Digest, IEEE, Boston, MA, 
27-30. 

[12] Clark JR, Bannon FD, Wong AC, Nguyen CTC 
(1997) Parallel-resonator HF micromechanical 
bandpass filters. in Proceeding of International 
Solid State Sensors and Actuators Conference, 
(Transducers '97), IEEE, Chicago, 1161-1164. 

[13] Mirtalebi SH, Ahmadian MT, Ebrahimi‑ 
Mamaghani A (2019) On the dynamics of 
micro‑tubes conveying fluid on various 
foundations. SN Applied Sciences 1(6): 547. 

[14] SoltanRezaee M, Farrokhabadi A, Ghazavi MR 
(2016) The influence of dispersion forces on the 
size-dependent pull-in instability of general 
cantilever nano-beams containing geometrical non-
linearity. Int J Mech Sci 119: 114-124. 

[15] Kong S, Zhou S, Nie Z, Wang K (2008) The size-
dependent natural frequency of Bernoulli–Euler 
micro-beams. Int J Eng Sci 46(5): 427-437. 

[16] Shabani R, Rezazadeh G, Gorgabad AV (2017) A 
Study on the nonlinear vibrations of 
electrostatically actuated micro beams with 
anelasticstress-strainbehavior. Modares Mechanical 
Engineering 17(6): 197-206. 

[17] Akbar Alashti R, Abolghasemi AH (2014) A size-
dependent Bernoulli-Euler beam formulation based 
on a new model of couple stress theory. IJE 
Transactions C: Aspects 27(6): 951-960. 

[18] Ke LL, Wang YS (2011) Size effect on dynamic 
stability of functionally graded microbeams based 
on a modified couple stress theory. Compos Struct 
93(2): 342-350. 

[19] Dehrouyeh-Semnani AM, Nikkhah-Bahrami M 
(2015) A discussion on incorporating the Poisson 
effect in microbeam models based on modified 
couple stress theory. Int J Eng Sci 86(1): 20-25. 

[20] Ghanbari A, Babaei A (2015) The new boundary 
condition effect on the free vibration analysis of 
micro-beams based on the modified couple stress 
theory. International Research Journal of Applied 
and Basic Sciences 9(3): 274-279. 

[21] SoltanRezaee M, Afrashi M (2016) Modeling the 
nonlinear Pull-in behavior of tunable nano-
switches. Int J Eng Sci 109: 73-87. 

) ارتعاشات آزاد و جابه 1396( د م، فریآ، وطنخواه ر ] کاظمی22[

هاي پیزوالکتریک با استفاده جایی استاتیکی میکروورق با لایه

مجله علمی پژوهشی مکانیک از نظریه تنش کوپل بهبود یافته. 

  .7)4:( 25- 34 هاشارهها و سازه

[23] Ansari R, Gholami R, Sahmani S (2011) Free 
vibration analysis of size-dependent functionally 
graded microbeams based on the strain gradient 
Timoshenko beam theory. Compos Struct 94(1): 
221-228. 

      آنالیز ناپایداري ) 1391] طادي بنی ي، کریمی پور ا (24[

با   پولین براي نمزهاي تیر شکل تحت نیروهاي ملکولی

 استفاده از تئوري گرادیان کرنش. مهندسی مکانیک مدرس

49-37 ):3(12.  

[25] Kong S, Zhou S, Nie Z, Wang K (2009) Static and 
dynamic analysis of micro beams based on strain 
gradient elasticity theory. Int J Eng Sci 47(4): 487-
498. 

[26] Asghari M, Kahrobaiyan MH, Nikfar M, 
Ahmadian MT (2012) A sizedependent nonlinear 
Timoshenko microbeam model based on the strain 
gradient theory. ACTA Mech 223(6): 1233-1249. 

[27] Ghayesh M H, Amabili M, Farokhi H (2013) 
Nonlinear forced vibrations of a microbeam based 
on the strain gradient elasticity theory. INT J ENG 
SCI 63(1): 52-60. 

[28] Ansari R, Gholami S (2013) Size-dependent 
vibration of functionally graded curved 
microbeams based on the modified strain gradient 
elasticity theory. Arch Appl Mech 83(10): 1439-
1449. 

[29] Mohammadi H, Mahzoon M (2014) Investigating 
thermal effects in nonlinear buckling analysis of 
micro beams using modified strain gradient theory. 
IJST-T Mech Eng 38(M2): 303-320. 

[30] Ansari R, Gholami R, Sahmani S (2015) Free 
vibration of size-dependent functionally graded 
microbeams based on the strain gradient reddy 
beam theory. Int J Comput Meth Eng Sci Mech, 
15(5): 217-233. 

[31] Karlicic D, Kozic P, Pavlovic R, Mazaheri K 
(2015) Flexural vibration and buckling analysis of 
single-walled carbon nanotubes using different 
gradient elasticity theories based on Reddy and 



 

 

  

  193|پورهمدانی و حسینی 

  

 3/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

Huu-Tai formulations. J Theor Appl Mech 53(1): 
217-233. 

     ) 1394( ي ، طادي بنیکریمی پور ا ر، پور ا] کریمی32[

اندازه براي نانو  ناپایداري کششی غیر خطی وابسته به تعیین 

تیرهاي دو سر درگیر با استفاده از تئوري گرادیان کرنش و 

      مهندسی مکانیک مدرس. روش پریشیدگی هوموتوپی

112 -101 ):2(15.   

) بررسی رفتار 1396( نوروزي ر، رفیعیان م، دلایلی ح] 33[

ه تحت عیوب مختلف یاتاقان پیوست-ارتعاشی سیستم روتور

 هاها و شارهمجله علمی پژوهشی مکانیک سازه نابالانسی.

237 -223 ):4(7.  

[34] Esfahani S, Esmaeilzadeh Khadem S, Ebrahimi 
Mamaghani A (2018) Nonlinear vibration analysis 
of an electrostatic functionally graded nano-
resonator with surface effects based on nonlocal 
strain gradient theory. Int J Mech Sci 151: 508-522. 

[35] Esfahani S, Esmaeilzadeh Khadem S, Ebrahimi 
Mamaghani A (2019) Size-dependent nonlinear 
vibration of an electrostatic nanobeam actuator 
considering surface effects and intermolecular 
interactions. Int J Mech Mater Des 15: 489-505. 

[36] Arvin H, Bakhtiari-Nejad F (2011) Non-linear 
modal analysis of a rotating beam. Int J Nonlin 
Mech 46: 877-897. 

[37] Dehrouyeh-Semnani A M (2015) The influence of 
size effect on flapwise vibration of rotating 
microbeams. Int J Eng Sci 94(1): 150-163. 

[38] Matsuo E, Yoshiki H, Nagashima T, Kato C 
(2002) Development of ultra micro gas turbines. 
Technical Digest of Power MEMS, International 
Workshop on Power MEMS, Tsukuba, November 
12-13, 36-39. 

[39] Ansari R, Gholami R, Darabi MA (2012) A 
nonlinear Timoshenko beam formulation based on 
strain gradient theory. J Mech Mater Struct 7(2): 
195-211. 

 


