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  چکیده

جهت تحلیل مسائل هدایت حرارت حالت گذرا شامل منابع  ،هاي اساسی بندي موثر مبتنی بر روش جواب در این تحقیق، یک فرمول

مسیر حرکت  ،بندي ارائه شده ت. در فرمولبندي جدید بوده و تاکنون ارائه نشده اس این فرمولاي ارائه گردیده است.  حرارتی متحرك نقطه

،  حل مسالهمحدودیتی ندارد.  ،و تعداد منابع حرارتی متحرك نیز هستندتوابع دلخواهی از زمان اي،  و شدت منبع حرارتی متحرك نقطه

در نظر گرفته شده است. حل ویژه  مربوط به اثر منبع حرارتی  هاي اساسی وابسته به زمان و حل ویژه بصورت یک ترکیب خطی از جواب

هاي عددي، کارایی و دقت روش  بدست آمده است. مثالو بدون نیاز به تبدیل زمانی از هرگونه سلول یا نقاط داخلی  بدون استفاده

المانی ریز براي بندي  . در روش المان محدود، لازم است که از یک شبکهدهند میدر مقایسه با روش المان محدود نشان را پیشنهاد شده 

و با تعداد  استروش پیشنهاد شده بسیار ساده  دهد. پردازش را افزایش می  پیش  مرحله  استفاده شود که هزینهمتحرك ر منبع مسیر عبو

روش نتایج بین نسبی میانگین درصد اختلاف دوم،   حل شدهدر مثال به عنوان نمونه،  رسد. کمی از نقاط چشمه به نتایج بسیار خوبی می

  .استدرصد  65/0گره،  7268چشمه و روش المان محدود با   نقطه 218ارائه شده با 

  .بدون المان  هاي اساسی؛ هدایت حرارت حالت گذرا؛ منبع حرارتی متحرك؛ روش روش جواب :کلمات کلیدي

  

Analysis of Two- and three-dimensional transient heat Conduction Problems 
Including Moving Point Heat Sources Using the Method of Fundamental Solutions 

 
M. Mohammadi* 

Assis. Prof., Dep. of Mech. Eng., College of Eng., Shiraz Branch, Islamic Azad Univ., Shiraz, Iran. 
 

Abstract 
In this research, an effective formulation based on the method of fundamental solutions is presented for 
analyzing transient heat conduction problems including moving point heat sources. This is a new formulation 
and has not been presented yet. The path of motion and the intensity of the moving point heat sources are 
arbitrary functions of time and the number of them is unlimited. Solution of the problem is considered as a 
linear combination of time-dependent fundamental solutions and a particular solution involving the heat 
source effect. The particular solution is obtained without using any internal cells or points and without any 
time transformation. Numerical examples show the efficiency and accuracy of the proposed method in 
comparison with the finite element method. In the finite element method, it is necessary to use a fine mesh in 
the path of the moving source that increases the cost of the preprocessing step. The proposed method is very 
simple and gives very good results with a small number of source points. For example, in the second 
example, the average relative difference percentage between the results of the proposed method with 218 
source points and the finite element method with 7268 nodes is 0.65%. 

Keywords: Method of fundamental solutions; Transient heat conduction; Moving heat source; Meshless 
method 
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  مقدمه -1

اي،  جوشکاري نقطه ،در کاربردهاي مهمی از مهندسی مانند

کاري با  گرمایش الکتریکی، برشکاري با استفاده از لیزر، لعاب

لیل مسائل استفاده از لیزر و گرمایش مادون قرمز، نیاز به تح

منابع حرارتی متحرك  ،شاملهدایت حرارت حالت گذرا 

تحلیلی مختلفی براي  هاي حل . تاکنون راهاستاي  نقطه

مسائل داراي شرایط ساده ارائه شده است. به عنوان چند 

منبع حرارتی متحرك ایجاد شده در  1942نمونه، در سال 

و مدلی براي این منبع حرارتی  هاي لغزشی بررسی شد تماس

حلی براي تحلیل اثرات  ، راه2008؛ در سال ]1[ ارائه گردید

نامحدود در مسائل -نیمهمنبع حرارتی متحرك در یک جسم 

و پدیده تبدیل مارتنزیت  بعدي ارائه گردید-پایدار سه- شبه

، 2010؛ در سال ]2[ در فولادهاي کم کربن توضیح داده شد

  دو لایه  هدایت حرارت حالت گذرا در سطح تماس یک ماده

که مدل ارائه  شدتحت اثر منبع حرارتی متحرك تحلیل 

 ]3[ را داردها  رتی بین لایهتخمین مقاومت حرا شده، قابلیت

- سه  براي تحلیل حرارتی یک قطعه، فرمولی 2017و در سال 

سرعت و  اي با منبع حرارتی متحرك نقطهیک بعدي تحت اثر 

عوامل موثر بر  و به عنوان نتیجه، ارائه گردید شدت ثابت

اي تعیین شد  جریان حرارتی در منبع حرارتی متحرك نقطه

فقط براي  ،داشت که حل تحلیلی این مسائل. باید در نظر ]4[

براي حل و  ها و مسیر حرکت ساده قابل دستیابی است دامنه

هاي عددي قدرتمند و  باید به روش ،مسائل کاربردي پیچیده

توسعه یافته متوسل شد. معروفترین و پرکاربردترین روش 

عددي جهت حل مسائل گوناگون علمی و مهندسی، روش 

بندي دامنه  که روشی متکی بر تقسیم استالمان محدود 

است. تاکنون تحقیقات مختلفی با استفاده از روش المان 

اي انجام شده  محدود در زمینه منابع حرارتی متحرك نقطه

قابل المان محدود کد یک ، 1985، در سال طور مثالاست. ب

هت تعیین توزیع دما در یک جسم ، جبه کد تجاري توسعه

و  منبع حرارتی متحرك لیزر ارائه گردیدبعدي تحت اثر -دو

؛ در سال ]5[ نتایج بدست آمده با نتایج تحلیلی مقایسه شد

کاري  فرایند لعابالمان محدود و آزمایشگاهی ، تحلیل 2003

گردید و اثرات پارامترهاي موثر بر این با استفاده از لیزر انجام 

ل ؛ در سا]6[بررسی شد جهت تعیین مقادیر بهینه فرایند 

جهت روش المان محدود تنی بر مب، یک روش معکوس 2006

اي ارائه  تعیین شدت و مکان دو منبع حرارتی متحرك نقطه

گیري، بر  شد که افزایش تعداد نقاط اندازهداده  و نشان گردید

، 2016و در سال  ]7[ دقت و پایداري نتایج موثر است

 عملیات حرارتی سطوح تحت اثر لیزر متحرك مورد بررسی

و نشان داده شد که مدل ارائه شده قابلیت  قرار گرفت

در  بهرحال. ]8[ بینی دما در اینگونه مسائل را دارد پیش

سازي منابع حرارتی متمرکز به روش المان محدود،  مدل

بندي  لازم است که شبکه هایی وجود دارد. بطور مثال دشواري

کافی ریز   منبع حرارتی متمرکز به اندازه  ها در ناحیه المان

باشد که در مورد منابع حرارتی متحرك که باید از یک روش 

سازي المان محدود  بندي مجدد استفاده شود، مدل شبکه

هاي  بر و دشوار خواهد بود. روش المان مرزي، روش زمان

هاي  از روش1هاي اساسی و روش جواب ]10 ،9[بدون المان 

زیادي   دیگر عددي هستند که در چند دهه اخیر توسعه

ها در حل بسیاري از مسائل کاربردي،  اند. این روش یافته

هاي مبتنی بر  توانند جایگزین بسیار مناسبی براي روش می

سازي و تحلیل  ها، مدل بندي دامنه باشند. در این روش تقسیم

که به عنوان  استمنابع حرارتی متمرکز، بسیار ساده و کارا 

و همتیان و  ]11[همکاران توان به تحقیقات شیاه و  نمونه می

روش المان مرزي؛ محمدي و   در زمینه ]12[همکاران 

و غیاثی  هاي اساسی با استفاده از روش جواب ]13[همکاران 

هاي بدون المان اشاره  روش  در زمینه ]14[فرد  و خسروي

این  ]14-11[بدست آمده در تحقیقات   . مهمترین نتیجهکرد

هاي  جوابالمان مرزي، بدون المان و  هاي روش ،است

هاي  روشنسبت به  يتر پیش پردازش ساده  اساسی، مرحله

استفاده از تعداد بسیار با و دارند بندي دامنه  مبتنی بر شبکه

هاي بسیار  ، به دقتاي هاي دامنه نسبت به روش کمتري گره

 .شوند منجر میخوبی 

هاي اساسی، یک روش مرزي بدون المان  روش جواب 

که بدلیل سادگی و دقتش، قابلیت تبدیل شدن به یک  است

روش محبوب و موفق عددي را دارد. براي استفاده از این 

روش، مشابه با روش المان مرزي، لازم است که ابتدا جواب 

هاي  مورد نظر استخراج شده باشد. از مزیت  اساسی مساله

روش المان  ،ها از جمله به سایر روش مهم این روش نسبت

هاي اساسی نیاز به  مرزي این است که در روش جواب

هاي  هاي مرزي و یا سلول گیري روي المان گونه انتگرال هیچ

                                                        
1 Method of Fundamental Solutions 
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شود که کدنویسی و  باشد. این مزیت باعث می داخلی نمی

هاي اساسی بسیار ساده و  سازي مساله در روش جواب مدل

هاي اساسی، حل  در روش جواب .]15و  13 [سریع باشد

مورد نظر بصورت یک ترکیب خطی از   تقریبی مساله

شود و به همین دلیل  هاي اساسی در نظر گرفته می جواب

دیفرانسیل حاکم بر مساله بصورت دقیق ارضا خواهد   معادله

مربوط به  1. معمولا در این روش، نقاط چشمه]16[شد 

اصلی مساله و روي یک   دامنههاي اساسی، در بیرون از  جواب

شوند. شدت  مرز فیزیکی، چیده می  ، در برگیرنده2مرز مجازي

این نقاط چشمه در ابتدا مجهول است که با ارضاء کردن 

ها  شرایط مرزي مساله در تعدادي از نقاط مرزي، این شدت

یک روش  ،هاي اساسی شوند. در واقع، روش جواب تعیین می

رزي مساله فقط در تعدادي از نقاط است و شرایط م 3آیی هم

انجام شده در   شود. در مطالعه مرزي بصورت دقیق ارضا می

اخیر مورد بررسی   این روش در چند دهه  ، توسعه]17[مرجع 

قرار گرفته است. تاکنون تحقیقات مختلفی با استفاده از روش 

حل مسائل هدایت حرارت حالت   هاي اساسی در زمینه جواب

، حل 1998شده است. به عنوان مثال، در سال  گذرا انجام

انتشار با استفاده از تبدیل لاپلاس و جواب اساسی   معادله

؛ ]18[هلمهولتز اصلاح یافته، مورد بررسی قرار گرفت   معادله

اساسی وابسته به زمان در حل  ، کاربرد جواب 2004در سال 

دي، بع-بعدي و سه-بعدي، دو- انتشار، در فضاهاي یک  معادله

، بین نتایج استفاده از 2006؛ در سال ]19[نشان داده شد 

  جواب اساسی وابسته به زمان و جواب اساسی معادله

هدایت حرارت وابسته به   هلمهولتز اصلاح یافته در حل معادله

، خصوصیات 2011؛ در سال ]20[اي انجام شد  زمان، مقایسه

تراکمی جواب اساسی وابسته به زمان جهت تحلیل مسائل 

و در  ]21[بعدي هدایت حرارت حالت گذرا اثبات شد -دو

هاي اساسی در حل مسائل  ، کاربرد روش جواب2013سال 

 .]22[معکوس هدایت حرارت حالت گذرا نشان داده شد 

دقت   دهندهنشان  ]22-18[نتایج بدست آمده در تحقیقات 

در هاي اساسی  جواببسیار خوب و پتانسیل بالاي روش 

  . استتحلیل مسائل گوناگون هدایت حرارت 

                                                        
1 Source Points 
2 Pseudo Boundary 
3 Collocation Method 

هاي اساسی، جهت  در تحقیق حاضر، از روش جواب

بعدي هدایت حرارت حالت -بعدي و سه-تحلیل مسائل دو

منابع حرارتی متحرك  ،هاي همسانگرد شامل گذرا در دامنه

هرچند که در تحقیقات سایر شود.  اي استفاده می نقطه

هاي اساسی براي حل مسائل هدایت  از روش جواب ،نامحقق

حرارت حالت گذرا استفاده شده است، اما بر اساس اطلاعات 

مبتنی بر   بندي مناسب و ساده نویسنده، تاکنون یک فرمول

جهت حل مسائل شامل منابع هاي اساسی،  جوابروش 

ه نگردیده است. نوآوري مهم این اي ارائ حرارتی متحرك نقطه

در هاي اساسی  روش جوابهاي  نشان دادن قابلیت ،تحقیق

اینگونه حل ساده و موثر جهت  ،مقایسه با روش المان محدود

مسیر حرکت و شدت بندي ارائه شده،  در فرمولاست. مسائل 

توابع دلخواهی از زمان در نظر گرفته ، منبع حرارتی متحرك

 منابع حرارتی متحرك نیز محدودیتی ندارد.اند و تعداد  شده

پیشنهادي، حل مساله بصورت یک ترکیب خطی از  روشدر 

ناشی از منبع   هاي اساسی وابسته به زمان و حل ویژه جواب

حل ویژه این شود.  اي در نظر گرفته می حرارتی متحرك نقطه

با . شود ارائه میاي وابسته به زمان  دامنهبصورت یک انتگرال 

هاي اساسی در عدم  جواباصلی روش  جذابیته به اینکه توج

  ، محاسبهاستیا المان داخلی استفاده از هرگونه سلول 

بدون استفاده  ،منبع حرارتیناشی از اي  انتگرال دامنهمناسب 

اي برخوردار  اهمیت ویژهاز  هرگونه سلول یا نقاط داخلی از

را دارد مهم این قابلیت  ،روش ارائه شده در این تحقیقاست. 

  ارائه. با کند هاي اساسی را حفظ می جوابو جذابیت روش 

بعدي، کارایی و دقت روش -بعدي و سه-عددي دو هاي مثال

  پیشنهاد شده اثبات خواهد شد.هاي اساسی  جواب

  

هاي اساسی براي  بندي روش جواب فرمول -2

  ي هدایت حرارت حالت گذرا معادله

نشان داده  با مرز همسانگرد  ، یک دامنه1در شکل 

هدایت حرارت حالت گذرا به   معادله شده است. در این دامنه،

  قابل بیان است:) 1رابطه (فرم 
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ec]m[ 2دما،   [C]عملگر لاپلاس،  2که s  ضریب

منبع حرارتی داخلی،  mW[ 3s[انتشار گرمایی، 

]mkg[ 3 چگالی و]kg.CJ[ c  ظرفیت گرمایی ویژه

  قابل بیان است:) 2(. شرط مرزي مساله، بصورت کلی است

  
)2(  0  ; Y     ),(Y                            

),Y(),Y(),Y(),Y(

3

21








ttg

t
n

tgttg

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که 
1

g ،2
g  3و

g  توابع مشخص شده روي مرز وn  جهت

عمود بر مرز است. دماي اولیه براي تمام نقاط دامنه

C 0 .در نظر گرفته شده است  

  

  
ي مساله، مرز مجازي، نقاط چشمه و منبع  دامنه - 1شکل 

  اي حرارتی متحرك نقطه

  

زمانی   ) در بازه1(  کنید که حل معادلهفرض  T,0 

هاي اساسی، مطابق با شکل  مورد نظر باشد. در روش جواب

یکیزفیکه در برگیرنده مرز  )، روي یک مرز مجازي1(

 است ،N هاي مکانی معلوم چشمه با موقعیت  نقطه
jξ  و

هاي نقاط  شود. شدت هاي مجهول، در نظر گرفته می شدت

زمانی   چشمه متغیر با زمان انتخاب شده و در بازه T,

زمانی   . بازه]17[شوند  تغییر داده می T, 1( به( M 

زمانی   لحظه
m

  شود: گسسته می) 3رابطه (به صورت  

)3(    1,...,2,1   ,
2

32  Mm
M

T
mm  

هاي  ) به صورت یک ترکیب خطی از جواب1(  حل معادله

ناشی از اثر منبع حرارتی،   اساسی وابسته به زمان و حل ویژه

  شود: در نظر گرفته می )4رابطه ( بصورت

  

)4(  ),X(),ξ;,X(    

),X(
1

1 1

ttFa

t

P

M

m

N

j
mj

j

m 










 

 

C][m  3jکه 

ma چشمه  شدت نقطه  j  ام در لحظه زمان
m

 ،

),X( tP ناشی از اثر منبع حرارتی و   حل ویژهF  حل

  :]17[) است 5رابطه (اساسی وابسته به زمان بصورت 

  

)5(  


















)(4
exp

))(4(

)(
       

),ξ;,X(
2

2 





t

r

t

tH

tF

d

 

d مورد نظـر،    بعد مسالهr  میـدان    نقطـه   فاصـلهX  از نقطـه  

  است: ) 6رابطه (تابع هویساید به صورت  Hو  ξ  چشمه

)6(  














t

t
tH

    0

     1
)(  

هاي اساسی که  با ایده گرفتن از اساس کار روش جواب

بصورت انتگرال  ، حل ویژه ) ارائه شده است،4(  در رابطه

  شود: می ارائه) 7رابطه ( مکانی-زمانی

  

)7(  






ddtF
c

s

t

t

P





 0
),ξ;,X(

),ξ(
     

),X(

 

NMتعیین  نحوه )1(  شدت مجهولj

m
a 4(  در رابطه (

مرزي   نقطه N، در  به این ترتیب است که شرایط مرزي مساله

)1(برايو قرار گرفته روي مرز فیزیکی  M لحظه زمان 

m
t  هاي زمانی شود. لحظه می ارضا 

m
tزمانی   در بازه T,0 

  شوند: مشخص می) 8رابطه (به صورت 

)8(  1,...2,1  ,
)1(




 Mm
M

Tm
tm

 

در ) 2( و ارضا کردن شرط مرزي) 4(  رابطه استفاده ازبا 

N 1( درمرزي و   نقطه( Mلحظه زمان
m

t ،یک دستگاه

NM )1(  خطی با  معادلهNM )1(   مجهولj
ma  به فرم

  :آید بدست می) 9رابطه (

  

  

  

  

  
  

)9(  









Γ , ..., N, k

, ..., M,  i

n

,tθ
,tg                   

,tθ,tg,tg

n

,τ;,tF
,tg                   

,τ;,tF,tga

k

ikP

ik

ikPikik

mjik

ik

mjikik

M

m

N

j

j

m




















 

Y);21(

)121(

)Y(
)Y(

)Y()Y()Y(

)ξY(
)Y(

)ξY()Y(

2

13

2

1

1

1 1

 

  قابل بیان است:) 10رابطه (به صورت  دستگاهاین 

)10(        1)1(1)1()1()1( BCA   NMNMNMNM  
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 که اعضاي ماتریس A و بردارهاي  B و  C  به صورت

  قابل بیان هستند: ) 11رابطه (

  

  

  

  

  

)11(  j

mr

ikP

ik

ikPikikr

mjik

ik

mjikikrc

a

n

,tθ
,tg              

,tθ,tg,tg

 
n

,τ;,tF
,tg               

,τ;,tF,tg

















C

)Y(
)Y(

)Y()Y()Y(B

)ξY(
)Y(

)ξY()Y(A

2

13

2

1

 

بیان شده توسط   وجود اینکه مسالهلازم بذکر است که با 

اما معمولا  ،است وضعیت-) یک مساله خوش2) و (1روابط (

 ماتریس ضرائب A، هاي اساسی،  روش جواب ایجاد شده در

و بهتر است که در حل  ]21[وضعیت بوده -یک ماتریس بد

سازي استفاده شود. یکی از  هاي تنظیم ) از روش10دستگاه (

که براي  استسازي، روش تیخونوف  هاي موثر تنظیم روش

  دهد: را پیشنهاد می) 12(  )، حل معادله10(  حل رابطه

)12(             BAC IAA
TT

   

 که I ماتریس همانی و  سازي بوده که  پارامتر تنظیم

قابل  ]L-curve ]22هاي مختلفی مانند روش  توسط روش

  تعیین است.

jهاي مجهول ) و تعیین شدت12بعد از حل دستگاه (

ma ،

دما در هر نقطه از دامنه و در هر لحظه از زمان با استفاده از 

  .است) قابل تعیین 4ي ( رابطه

هاي  روش مرزي و بدون المان جواب جذابیتجهت حفظ 

)X,( اساسی، لازم است که حل ویژه tPارائه شده در رابطه ،  

هاي  سلولنقاط و )، بنحو موثر و بدون استفاده از هرگونه 7(

در قسمت بعد، این جواب ویژه براي اي محاسبه شود.  دامنه

  شود. اي ارائه می منابع حرارتی متحرك نقطه

  

ناشی از منبع حرارتی   جواب ویژه  محاسبه -3

  اي متحرك نقطه

)X,(در این قسمت  t
P

  حرارتی متحرك  منبعبراي

اي را  شود. منبع حرارتی متحرك نقطه اي ارائه می نقطه

  تعریف کرد: )13رابطه ( توان به صورت می

)13(   ))(X,X()(),X(
s

ttsts   

X اي، شدت منبع متحرك نقطه sکه 
s

مکان منبع  

. با قرار دادن است، تابع دلتاي دیراك اي و متحرك نقطه

) 14رابطه ()، جواب ویژه به صورت 7(  ) در رابطه13(  رابطه

  قابل محاسبه است: 

)14(  



 dtF

c

s
t

t

P 
0 s

)),(X;,X(
)(

),X(  

زمانی   )، بازه14(  انتگرال زمانی رابطه  براي محاسبه

 t,0  بهK  رابطه ) بصورت 14(  شده و رابطه تقسیمزیر بازه

  شود:  نوشته می) 15(

)15(  





K

n

t

tP dtF
c

s
t

n

n1
s

1

)),(X;,X(
)(

),X( 



  

  شود: تعریف می) 16رابطه (بصورت  ،هاي زمانی که بازه

)16(  Kn
K

t
ntn ,...,2,1   )1(   

X)(و  s)(مقدار  دادنبا قرار 
s
 میانی هر   در لحظه

  نوشت:) 17رابطه (توان بصورت  ) را می15(  بازه، رابطه

)17(  
 




 


K

n

t

t n

n

P

dttF
c

ts

t

n

n1
5.0s

5.0 1

)),(X;,X(
)(

    

),X(






 

  شود: تعریف می) 18رابطه (هر بازه بصورت  میانی  لحظه

)18(  Kn
tt

t nn

n ,...,2,1    
2

)(
 1

5.0 


 

  

به  2Dدر حالت ) 17(  رابطه ،)5(  رابطهاز  استفادهبا 

  :شود محاسبه می) 19رابطه (صورت 

)19(  
 )Ei()Ei()(

4

1
      

),X(

12
1

5.0 aats
c

t
K

n
n

P










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  که:

)20(    
)(4

   ,
)(4

1

2

2

2

1








nn

tt

r
a

tt

r
a


 

اي از منبع نقطهX  میدان   نقطه  فاصله rکه
s

X در لحظه 

5.0n
t است.  

رابطه تابع انتگرال نمایی به صورت  Ei)،19(  در رابطه

  است:) 21(

)21(  du
u

u
a

a

 


)exp(
)Ei(  

قابل محاسبه ) 22() بصورت 17(  ، رابطه3D حالتدر 

  :است

)22(   


 


K

n

n

P

aa
r

ts

c

t

1
12

5.0 )erf()(erf
)(

4

1
     

),X(





 

  است: )23( ، تابع خطا به فرمerfکه 



  

 

  

  هاي اساسی اي با استفاده از روش جواب بعدي هدایت حرارت حالت گذرا شامل منابع حرارتی متحرك نقطه-بعدي و سه-تحلیل مسائل دو  |300

  

 3/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

)23(  duua
a

 
0

2 )exp(
2

)erf(


 

به )، 22( و )19روابط (  لازم بذکر است که براي محاسبه

نیاز نیست و و نقاط داخلی بندي دامنه  گونه تقسیم هیچ

P جواب ویژه
  استبسادگی قابل محاسبه.  

دو مثال عددي، درستی و کارایی   قسمت بعد، با ارائه در

  شود. شده نشان داده می پیشنهادهاي اساسی  روش جواب

  

  هاي عددي مثال -4

هاي اساسی ارائه  جهت ارزیابی و صحت سنجی روش جواب

قرار گرفته است. در هر دو  بررسیشده، دو مثال عددي مورد 

ecm 1مثال، 2 s وCmJ 1 3c در نظر گرفته شده و

 اساسیهاي  . کدهاي روش جواباست C0دماي اولیه 

در محیط نرم افزار متلب نوشته شده و نتایج بدست آمده از 

 آن با نتایج روش المان محدود کم خطا مقایسه شده است.

افزار انسیس استفاده از نرم  ،سازي المان محدود مدل جهت

گام زمانی تغییر بندي و  با ریز کردن شبکهشده و در هر مثال 

نتایج آن و همگرایی از کم خطا بودن  کوچک،از بزرگ به 

  اطمینان حاصل شده است.

 کدهاي يمدت زمان اجرا ،ها لازم بذکر است که در مثال

هاي اساسی و المان محدود مقایسه نشده است. دلیل  جواب

هاي متلب و انسیس از نظر ساختاري با  افزار این است که نرم

یکدیگر تفاوت دارند و زمان اجراي آنها قابل مقایسه نیست. 

که کد المان محدود نیز در نرم افزار متلب نوشته  صورتیدر 

  زمان اجرا را انجام داد.  توان مقایسه شود، می

  

اي در  مثال اول: یک منبع حرارتی متحرك نقطه - 4-1

  اي ي دایره یک دامنه

اي در یک  در مثال اول، یک منبع حرارتی متحرك نقطه

در نظر گرفته  R=0.5mو شعاع  (0,0)اي به مرکز  دایره  دامنه

قرار دارد و زمان  C0مرز دایره در دماي ثابت شده است. 

در نظر گرفته شده است. مسیر  T=1secکل حل مساله 

اي و شدت آن به صورت توابع زیر  حرکت منبع متحرك نقطه

  اند: انتخاب شده

  

  

)24(         1000)(

sec10    )sin(2.0)(y

)cos(2.0)(x

tts

ttt

tt

s

s











 

 حرارتی و مسیر حرکت منبعاي، شرط مرزي  دایره  دامنه

  نشان داده شده است.  2در شکل  اي نقطهمتحرك 

آنالیز  بعد ازسازي مساله به روش المان محدود،  در مدل

 3896انتخاب شده و از  0.02secمقدار گام زمانی شبکه، 

گره) استفاده شده است.  7937دوم (داراي  درجهالمان 

  نشان داده شده است. 3هاي مدل المان محدود در شکل  گره

هاي اساسی ارائه شده در تحقیق حاضر،  در روش جواب

دو حالت در نظر گرفته شده است. در حالت اول، با ثابت نگاه 

  داشتن تعداد نقاط چشمه و نقاط مرزي، اثر تغییر در اندازه

ها مورد بررسی قرار گرفته  گام زمانی روي همگرایی جواب

  نقطه 8چشمه و به تناسب   نقطه 8است. در این حالت، 

مرزي به ترتیب روي مرزهاي مجازي و فیزیکی مساله در نظر 

، به 0.05secو  0.2sec ،0.1secگرفته شده و سه گام زمانی 

)، مورد 8) و (3در روابط ( M=20و   M=5  ،M=10ترتیب با

اند. مرز مجازي جهت قرار دادن نقاط  بررسی قرار گرفته

. تغییرات است R'=2mو شعاع  (0,0)ز اي به مرک چشمه، دایره

و تغییرات  4در شکل  (0,0)ي  زمان براي نقطه حسبدما بر 

نشان  5در شکل  t=1secي  دما روي قطر عمودي در لحظه

قابل توجه است که همخوانی بسیار خوب  داده شده است.

هاي روش حاضر  بین پاسخ 5و  4هاي  ملاحظه شده در شکل

و روش المان محدود در شرایطی بدست آمده است که تنها از 

هاي اساسی استفاده شده  ي چشمه در روش جواب نقطه 8

است. این در حالیست که براي دستیابی به دقت مشابه در 

  تعداد بسیار بیشتري گره نیاز است.  روش المان محدود به

  

 
اي، شرط مرزي و مسیر حرکت منبع ي دایرهدامنه -2شکل 

  اي در مثال اولحرارتی متحرك نقطه
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سازي مثال اول به روش المان گره در مدل 7937 - 3شکل 

  محدود

  

گام   در حالت دوم از مثال اول، با ثابت نگاه داشتن اندازه

ها  زمانی، اثر تغییر در تعداد نقاط چشمه روي همگرایی جواب

مورد بررسی قرار گرفته است. در این حالت، گام زمانی 

0.1sec  اند.  انتخاب شده 16و  8، 4بوده و تعداد نقاط چشمه

) و 6در شکل ( (0,0)  تغییرات دما بر حسب زمان براي نقطه

در شکل  t=1sec  تغییرات دما  روي قطر عمودي در لحظه

) نیز، درصد اختلاف 1) نشان داده شده است. در جدول (7(

نسبی بین نتایج حاصل از روش المان محدود و روش 

آورده شده است. لازم  (0,0)ي  هاي اساسی براي نقطه جواب

شود که دماي مرکز  مشاهده می 4  بذکر است که در شکل

کند که  دا میدایره با زمان به صورت تقریبا خطی افزایش پی

این رفتار با توجه به افزایش خطی شدت منبع حرارتی 

متحرك با زمان، یک رفتار قابل انتظار است. همچنین در 

که منبع حرارتی   t=1sec شود که در لحظه دیده می 5  شکل

متحرك به انتهاي مسیر خود رسیده است، مرکز دایره 

ي دارد. از بالاترین دما را در بین نقاط واقع بر قطر عمود

، مرکز دایره نسبت به سایر نقاط t=1sec  آنجاییکه در لحظه

واقع بر قطر عمودي، نزدیکترین نقطه به محل منبع حرارتی 

کند و  است، بیشترین شار حرارتی را از منبع دریافت می

  بالاترین دما را خواهد داشت. 

نشان داده  1و جدول  7الی  4هاي  همانطور که در شکل

  هاي بدست آمده از روش  تطابق خوبی بین پاسخ شده است،

 
، (0,0)ي تغییرات دما بر حسب زمان براي نقطه -4شکل 

  حالت اول از مثال اول

  

 
 t=1secيتغییرات دما بر روي قطر عمودي در لحظه - 5شکل 

  ، حالت اول از مثال اول

  

شود و درصد اختلاف  حاضر و روش المان محدود مشاهده می

روش، با افزایش تعداد نقاط چشمه کمتر شده است. نسبی دو 

هاي اساسی پیشنهاد شده، تنها با استفاده  نتایج روش جواب

کم  محدود المان نتایج به ،0.1sec زمانی گام و چشمه  نقطه 8 از

  همگرا گردیده است. 0.02secگره و گام زمانی  7937خطا با 

کیفی بین نتایج حاصل از روش   جهت انجام مقایسه

دما  کانتورهايهاي اساسی،  المان محدود و روش جواب

 8هاي  بترتیب در شکل  t=1sec  حاصل از دو روش در لحظه

اند. لازم بذکر است که با توجه به روابط  نشان داده شده 9و 

نهایت  اي، بی )، مقدار دما در خود منبع نقطه14) و (5(

شود و در نقاط بسیار نزدیک به محل قرارگیري منبع  می

  اي، کانتورها صرفا از نظر کیفی قابل مقایسه هستند. نقطه
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، حالت (0,0) تغییرات دما بر حسب زمان براي نقطه - 6شکل 

  دوم از مثال اول

، t=1sec تغییرات دما روي قطر عمودي در لحظه -7شکل 

  حالت دوم از مثال اول

    

  
  

براي روش المان محدود، مثال  t=1secکانتور دما در  - 8شکل 

  اول

هاي اساسی،  براي روش جواب t=1secکانتور دما در  -9شکل 

  مثال اول

  

  )0.1secهاي اساسی (گام زمانی  درصد اختلاف نسبی بین نتایج روش المان محدود و نتایج روش جواب - 1جدول 

  مثال اول ،(0,0) براي دماي نقطه

  هاي اساسی جواب

  نقطه چشمه 16

  هاي اساسی جواب

  نقطه چشمه 8

  هاي اساسی جواب

  نقطه چشمه 4
  زمان

3/2 4/8 21/4 0/2 

1/6 2/1 2/5 0/4 

0/95 1/3 1/4 0/6 

0/67 0/95 1/4 0/8 

0/39 0/68 0/71 1/0 
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اي در  مثال دوم: یک منبع حرارتی متحرك نقطه -4-2

  ي کروي  یک دامنه

و به مرکز  R=1mکروي به شعاع   در مثال دوم، یک دامنه

که شامل یک منبع حرارتی  نظر گرفته شده استدر  (0,0,0)

. در این مثال کل زمان حل مساله استاي  متحرك نقطه

T=20sec  در نظر گرفته شده و دماي سطح کره به صورت

  تابع زیر انتخاب شده است:

)25(  









 10       50

100      5
)(

t

tt
t  

اي و شدت آن  متحرك نقطهحرارتی مسیر حرکت منبع 

  اند: از زمان انتخاب شده )26( توابعبه صورت 
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بعد از آنالیز سازي مساله به روش المان محدود،  در مدل

المان  5085انتخاب شده و از  0.2secگام زمانی   اندازهشبکه، 

گره) استفاده شده است.  7268سه بعدي درجه دوم (داراي 

نشان داده شده  10هاي مدل المان محدود در شکل  گره

هاي اساسی ارائه شده، دو حالت در نظر  در روش جواب است.

گرفته شده است. در حالت اول، با ثابت نگاه داشتن تعداد 

گام زمانی روي   نقاط چشمه و نقاط مرزي، اثر تغییر اندازه

مورد بررسی قرار گرفته است. در این  ،ها همگرایی جواب

نقطه مرزي به ترتیب  98ب چشمه و به تناس  نقطه 98حالت، 

روي مرزهاي مجازي و فیزیکی مساله در نظر گرفته شده و 

، M=10، به ترتیب با 0.5secو  2sec ،1secسه گام زمانی 

M=20  وM=40 ) مورد بررسی قرار گرفته 8) و (3در روابط ،(

اي  است. مرز مجازي جهت قرار دادن نقاط چشمه، سطح کره

انتخاب شده است.  R'=3.5mو شعاع  (0,0,0)به مرکز 

 11در شکل  (0,0,0.5)  تغییرات دما بر حسب زمان براي نقطه

 12در شکل  t=5secي  در لحظه yو تغییرات دما روي محور 

  نشان داده شده است.

هاي بدست آمده از روش  تطابق بسیار خوب بین پاسخ

حاضر و روش المان محدود، موید دقت بسیار خوب روش 

هاي اساسی براي تحلیل مسائل حاوي منبع حرارتی  جواب

  با دما تغییرات که شود می دیده 11  متحرك است. در شکل

 
سازي مثال دوم به روش المان گره در مدل 7268 -10شکل 

  محدود

  

و  استبه صورت تقریبا سینوسی  (0,0,0.5)  براي نقطهزمان 

به بالاترین مقدار خود  نقطهاین ي دما t=10sec  در لحظه

شدت منبع تغییرات سینوسی این رفتار با توجه به  .رسد می

) 26(  که در رابطه است یهقابل توج حرارتی متحرك با زمان

شدت منبع  t=10sec  داده شده است. دقت شود که در لحظه

حرارتی به بالاترین مقدار و منبع حرارتی به نزدیکترین فاصله 

شود که در  دیده می 12  در شکلرسد.  می (0,0,0.5)  از نقطه

را مسیر خود  ربعکه منبع حرارتی متحرك   t=5sec لحظه

بالاترین دما را در بین  کروي  دامنه، مرکز طی کرده است

، t=5sec  که در لحظه آنجاییدارد. از  yمحور نقاط واقع بر 

، نزدیکترین yمحور نسبت به سایر نقاط واقع بر  کرهمرکز 

نقطه به محل منبع حرارتی است، بیشترین شار حرارتی را 

  و بالاترین دما را خواهد داشت. کرده دریافت 

گام   در حالت دوم از مثال دوم، با ثابت نگاه داشتن اندازه

ها  زمانی، اثر تغییر در تعداد نقاط چشمه روي همگرایی جواب

مورد بررسی قرار گرفته است. در این حالت، گام زمانی 

0.5sec  و  98، 78در نظر گرفته شده و تعداد نقاط چشمه

اند. تغییرات دما بر حسب زمان براي  انتخاب شده 218

 yمحور و تغییرات دما روي  13در شکل  (0,0,0.5)ي  نقطه

  نشان داده شده است. 14در شکل  t=5sec  در لحظه
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، (0,0,0.5)ي  تغییرات دما بر حسب زمان براي نقطه - 11شکل 

  حالت اول از مثال دوم

، حالت t=5sec در لحظه yتغییرات دما روي محور  - 12شکل 

  اول از مثال دوم

    

    
، (0,0,0.5) تغییرات دما بر حسب زمان براي نقطه -13شکل 

  حالت دوم از مثال دوم

، حالت t=5sec در لحظه yتغییرات دما روي محور  - 14شکل 

  دوم از مثال دوم

  

) براي دماي نقطه0.5secهاي اساسی (گام زمانی درصد اختلاف نسبی بین نتایج روش المان محدود  و نتایج روش جواب - 2جدول 

  مثال دوم ،(0,0,0.5)ي 

  هاي اساسی جواب

  نقطه چشمه 218

  هاي اساسی جواب

  نقطه چشمه 98

  هاي اساسی جواب

  نقطه چشمه 78
  زمان

08/1 14/1 21/1 5 

09/1 11/1 19/1 10 

29/0 29/0 36/0 15 

14/0 90/0 4/1 20 

  

، درصد اختلاف نسبی بین نتایج حاصل از 2در جدول 

  هاي اساسی براي نقطه روش المان محدود و روش جواب

 2و جدول  14الی  11هاي  آورده شده است. شکل (0,0,0.5)

هاي بدست آمده از روش حاضر و  دهند که پاسخ نشان می



 

 

  

  305 | يمحمد 

  

 3/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

روش المان محدود، تطابق خوبی دارند و درصد اختلاف 

نسبی دو روش، با افزایش تعداد نقاط چشمه کمتر شده است. 

  نقطه 98هاي اساسی، تنها با انتخاب  نتایج روش جواب

یج المان محدود کم ، به نتا0.5secگام زمانی   چشمه و اندازه

همگرا شده  0.2secگام زمانی   گره و اندازه 7268با  خطا

  است. 

  

اي در  مثال سوم: دو منبع حرارتی متحرك نقطه - 4-3

  ي کروي  یک دامنه

کروي مشابه با مثال دوم در نظر   در مثال سوم، یک دامنه

اي  است که شامل دو منبع حرارتی متحرك نقطه شدهگرفته 

در نظر  T=1.0sec. در این مثال کل زمان حل مساله است

مسیر حرکت . است C0گرفته شده و دماي سطح کره

اي و شدت آن به صورت توابع  منبع حرارتی متحرك نقطهدو 

  اند: زیر از زمان انتخاب شده
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مثال سوم به روش المان سازي گره در مدل 8311 -15شکل 

  محدود

سازي مساله به روش المان محدود، بعد از انجام  در مدل

انتخاب شده و از  0.02secگام زمانی   اندازهآنالیز شبکه، 

گره) استفاده  8311المان سه بعدي درجه دوم (داراي  5852

نشان  15هاي مدل المان محدود در شکل  شده است. گره

چشمه   نقطه 218هاي اساسی  جوابداده شده است. در روش 

نقطه مرزي به ترتیب روي مرزهاي مجازي  218و به تناسب 

 0.05secو فیزیکی مساله در نظر گرفته شده و گام زمانی 

  انتخاب شده است. تغییرات دما بر حسب زمان براي نقطه

  در لحظه zو تغییرات دما روي محور  16در شکل  (0,0,0)

t=1sec  نشان داده شده است. 17در شکل  

دهد که در صورت استفاده از  ها نشان می نتایج مثال

توان با تعداد بسیار کم  روش ارائه شده در تحقیق حاضر، می

هاي  مجهول و بدون نیاز به درگیر شدن با پیچیدگی

هاي بسیار دقیق براي  مساله، به پاسخ  بندي دامنه شبکه

  ارتی متحرك دست یافت.تحلیل مسائل شامل منابع حر

ها و  در اینجا لازم است که به مواردي از محدودیت

هاي اساسی نیز اشاره شود. محدودیت  هاي روش جواب ضعف

این روش در این است که فقط براي مسائلی قابل اجراست که 

هاي این روش  جواب اساسی آن مساله موجود باشد. از ضعف

معادلات نهایی اشاره  وضعیت شدن دستگاه-توان به بد نیز می

هاي عددي خاص بهره  کرد که جهت حل آنها باید از روش

چیدمان نقاط چشمه و نقاط مرزي نیز   گرفت. در مورد نحوه

روش اثبات شده خاصی وجود ندارد و تحقیقات در این زمینه 

  ادامه دارد.    

  

  گیري نتیجه -5

در این تحقیق، یک فرمولبندي جدید مبتنی بر روش 

- بعدي و سه- هاي اساسی، جهت تحلیل مسائل دو جواب

بعدي هدایت حرارت حالت گذرا شامل منابع حرارتی متحرك 

در روش پیشنهاد شده، حل مساله بصورت اي ارائه شد.  نقطه

هاي اساسی وابسته به زمان و حل  یک ترکیب خطی از جواب

اي در نظر  ي ناشی از اثر منبع حرارتی متحرك نقطه ویژه

مکانی -شد. این حل ویژه بصورت یک انتگرال زمانی گرفته 

ارائه گردید که بسادگی و بدون استفاده از هرگونه تبدیل 

براي نشان  .استزمانی و سلول یا نقاط داخلی قابل محاسبه 

دادن کارآیی روش پیشنهادي در تحقیق حاضر، دو مثال 

  این  در گردید. ارائه بعدي-سه مثال دو و بعدي-دو عددي



  

 

  

  هاي اساسی اي با استفاده از روش جواب بعدي هدایت حرارت حالت گذرا شامل منابع حرارتی متحرك نقطه-بعدي و سه-تحلیل مسائل دو  |306

  

 3/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

    
، مثال (0,0,0) تغییرات دما بر حسب زمان براي نقطه -16شکل 

  سوم

، مثال t=1secدر لحظه  zتغییرات دما روي محور  -17شکل 

  سوم

  

المان محدود با شبکه ها، از نتایج بدست آمده از روش  مثال

گام زمانی کوچک، به عنوان حل مرجع   بندي ریز و اندازه

سازي منابع حرارتی متحرك  در مدل استفاده شده است.

هایی وجود دارد و  اي به روش المان محدود، دشواري نقطه

ها در مسیر عبور منبع حرارتی  بندي المان لازم است که شبکه

کافی ریز باشد و یا از یک ي  اي به اندازه نقطهمتحرك 

در مقایسه با روش  بندي مجدد استفاده شود. استراتژي شبکه

هاي اساسی پیشنهاد شده در این  المان محدود، روش جواب

تحقیق، بسیار ساده و موثر است و با استفاده از تعداد کمی از 
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