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 چکیده
یلی اهای تابعی مدرج ترکداری است که بر اساس تئوری رهدف این پژوهش، بررسی تاثیر انرژی سطح بر ارتعاشات آزاد محوری نانومیله

 ،شود. فرض شده استمیهای جانبی علاوه بر اینرسی محوری در نظر گرفته ، اثر اینرسی جابجاییرایلیاند. در تئوری ها مدل شدهمیله
 است مدل شده، با یک فنر خطی نیز ترک .تغییر نمایددر راستای طول خود تابعی مدرج باشد و بر اساس رابطه توانی  جنس نانومیله

باشند. . انرژی سطح نیز شامل تاثیر پارامترهای چگالی سطح، تنش سطح و ثابت لامه سطح میاستتی آن متناسب با شدت ترک فکه س

اند که به منظور حل آنها، یل در نظر گرفتن اثر پارامترهای انرژی سطح، معادلات حرکت و شرایط مرزی بصورت ناهمگن ظاهر شدهبدل

اند. سپس با استفاده از روش مربعات دیفرانسیل هارمونیک، ابتدا با استفاده از یک تغییر متغیر مناسب، تبدیل به معادلات همگن شده
علاوه بر نوع شرط مرزی، تاثیر عواملی مانند  اند.آزاد استخراج شده-گیردار و گیردار-ازای دو شرط مرزی گیردار های طبیعی بهفرکانس

های طبیعی نانومیله تابعی مدرج ترکدار در حضور انرژی بر فرکانس شماره مود فرکانسی وطول و شعاع نانومیله، شدت و محل ترک، 

  سطح بررسی و گزارش شده است.

 مواد تابعی مدرج. ات آزاد محوری؛ارتعاش ها؛ ترک؛ انرژی سطح؛میله رایلیتئوری  :کلیدیکلمات 
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Abstract 
The aim of this research is investigation of surface enerfy effet on free axial vibration of cracked 
functionally graded nanorods modelled based on the Rayleigh theory of rods. In Rayleigh theory, the effect 
not only of the axial inertia but also of the inertia of lateral motions are considered. It is assumed that the 
material of nanorod is functionally graded in its length direction and varies as power low relation. The crack 
is also modelled as a linear spring in which its stiffness is proporsional to crack severity. The surface energy 
is included effects of the surface density, surface stress and surface Lame constants parameters. Due to 
considering the effect of surface energy parameters, the governing equations of motions and corresponding 
boundary conditions become inhomogeneous in which to solve them, they are converted to homogeneus 

ones using an appropriate change of variable, firstly. Then, the natural frequencies of fixed-fixed and fixed-
free nanorods are extracted using the method of harmonic differential quadrature. In addition to type of 
boundary condition, effects of parameters like length and radius of nanorod, severe and location of crack, 
and mode number on natural axial frequencies of cracked functionally graded nanorods in presence of 
surface energy are investigated. 

Keywords: Rayleigh Theory; Crack; Surface Energy; Free Axial Vibration; Functionally Graded Materials. 
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 مقدمه -1

های کلیدی در ایجاد سازههای یک بعدی یکی از المانالمان

های توانند در مقیاسها میاین المانباشند. ها میها و ماشین

ایج نتمختلف ماکرو، میکرو و نانو مورد استفاده قرار بگیرند. 

ها در تجربی و آزمایشگاهی نشان داده است که رفتار المان

 ستامقیاس میکرو و نانو متفاوت از رفتار آنها در مقیاس ماکرو 

ر مقیاس ها درفتار المانکه دلیل آن وابسته به اندازه بودن 

به همین دلیل، برای طراحی و ساخت . استمیکرو و نانو 
توان به نتایج های میکرو یا نانو مقیاس، نمیها و سازهماشین

های انجام گرفته در مقیاس ماکرو اکتفا بدست آمده از تحلیل

 نمود. 

ها در مقیاس نانو و به منظور بررسی رفتار المانتاکنون 

های پژوهشهای مختلفی پیشنهاد شده است و میکرو، تئوری

های تئوری گرفته است. ازانجام  هاتوسط این تئوریمتنوعی 

ئوری ، تتئوری الاستیسیته غیرمحلی به توانمی پیشنهاد شده،

گرادیان کرنش، تئوری تنش کوپل، تئوری تنش کوپل اصلاح 

ئوریتبا استفاده از  شده و تئوری الاستیسیته سطح اشاره نمود.

های یک بعدی المان هایبسیاری از رفتار های فوق، تقریبا

 ،محوریارتعاشات پیچشی، ارتعاشات مانند ارتعاشات عرضی، 

در میان شده است. ررسی بکمانش، پایداری و ناپایداری 

ها توسط تئوریهای مختلف، رفتار محوری نانومیلهپژوهش

تر از بیشهای الاستیسیته غیرمحلی و تئوری گرادیان کرنش 

نکه، با توجه به ای ی الاستیسیته سطح بررسی شده است.تئور

 لازم است رفتارباشند ها با یکدیگر متفاوت میاساس این تئوری

تئوری هر یک از با استفاده از های میکرو و نانو مقیاسسازه

با گسترش تجهیزات تا در آینده های مختلف بررسی شود 

آزمایشگاهی و در دسترس شدن آن برای همگان، بتوان تئوری 

ها را ارایه های مناسب برای تحلیل رفتار نانومقیاسیا تئوری

 نمود.

ی اسدی و فرشبا استفاده از تئوری الاستیسیته سطح، 

ها بررسی انتشار موج عرضی و محوری را در نانوتیوب [1]

کردند. در این پژوهش، از تئوری تیر اویلر برنولی استفاده شده 

 [2]ش دیگری، حسینی هاشمی و همکاران در پژوهاست. 

ارتعاشات محوری نانوتیرهای آلومینیومی را با استفاده از دو 
سازی دینامیک مولکولی و شبیه الاستیسیته سطح روش تئوری

آنها در این پژوهش، میزان تاثیرگذاری مدول بررسی نمودند. 

های طبیعی الاستیک سطح و چگالی سطح را بر فرکانس

همچنین نشان دادند که مدل  محوری نانومیله بررسی نمودند.

تواند اصلاح شده تئوری الاستیسیته کلاسیک، به خوبی می

بینی های آلومینیومی را پیشلهرفتار ارتعاشات محوری نانومی

ترین تئوری میله استفاده شده در این پژوهش، ساده نماید.
نژاد و ناظمدر ادامه،  ها بوده است.تئوری ارایه شده برای میله

بر رفتار ارتعاشات آزاد محوری  تاثیر انرژی سطح، [3]همکاران 

ی مدل هاهای درونی نانومیلهغیرخطی و همچنین رزونانس

در بررسی نمودند.  را هاشده با استفاده از تئوری ساده میله

تواند شرایط پژوهش فوق نشان داده شد که انرژی سطح می

در پژوهش دیگری،  ها را تغییر دهد.درونی نانومیلهرزونانس 

تاثیر انرژی سطح بر ارتعاشات آزاد  [4]نژاد و شکراللهی ناظم

های مدل شده با استفاده از تئوری ساده میلهمحوری نانومیله

جنس  رسی نمودند. در این پژوهش فرض شده استها را بر

 در در راستای طول خود باشد. تابعی مدرج نانومیله بصورت

 [5]نژاد و شکراللهی پژوهش مشابه دیگری در این زمینه، ناظم

ت معادلادر را توسعه داده، و تاثیر ترک را نیز  پژوهش پیشین

نشان داده  های اشاره شده،در تمامی پژوهش لحاظ نمودند.
ی بر رفتار اقابل ملاحظه انرژی سطح تاثیر شده است که

که این امر، اهمیت  ها داشتهارتعاشات آزاد محوری نانومیله

نکته قابل توجه در  دهد.بررسی تاثیر انرژی سطح را نشان می

در زمینه ارتعاشات آزاد محوری  های انجام گرفتهپژوهش

هایی پژوهش این است که ،باید به آن اشاره نمودکه ها نانومیله

هایی مانند الاستیسیته غیرمحلی یا گرادیان تئوریبر اساس که 

های تقریبا از تمامی تئوریدر آنها کرنش انجام گرفته است 

معرفی شده برای مدلسازی رفتار ارتعاشات آزاد محوری میله

 (و تئوری بیشاپ رایلیها )که عبارتند از تئوری ساده، تئوری 

 بر اساسهایی که اما در پژوهش ؛[12-6] استفاده شده است

ه جام گرفته است فقط از تئوری سادتئوری الاستیسیته سطح ان

ها استفاده شده است. به بیان دیگر، از سایر تئوری میلهمیله
و بیشاپ برای مدلسازی رفتار ارتعاشات  رایلیها، مانند تئوری 

در  ،ها استفاده نشده است. قابل ذکر استآزاد محوری میله

بر ها، تاثیر اینرسی جابجایی جانبی علاوه میله رایلیتئوری 

در  شود.تاثیر اینرسی محوری در معادلات حرکت لحاظ می

های جانبی، ، علاوه بر تاثیر اینرسی جابجایینیز تئوری بیشاپ

 . [13] شودتاثیر سفتی برشی نیز در نظر گرفته می

با توجه به توضیحات ارایه شده و عدم بررسی تاثیر 

های جانبی بر رفتار ارتعاشات آزاد محوری اینرسی جابجایی
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نانومیله با در نظر گرفتن اثر انرژی سطح، در این پژوهش سعی 

علاوه بر این، به منظور شده است این خلاء پوشش داده شود. 

میله شامل ترک تر، فرض شده است نانوارایه یک پژوهش کامل

در این راستا، ابتدا  بوده و جنس آن بصورت تابعی مدرج باشد.
معادلات حرکت و شرایط مرزی با استفاده از اصل همیلتون 

های طبیعی با استفاده از روش سپس فرکانس ،استخراج شده

ارایه به منظور اند. بدست آمدهمربعات دیفرانسیل هارمونیک 

 انرژی سطح، اینرسی تاثیر عوامل مختلف مانند ،تحلیل کامل

، یتوانشاخص مقدار ، قطر و طول نانومیله های جانبی،جابحایی

نتایج این پژوهش می بررسی شده است. محل و شدت ترکو 

های تواند در طراحی میکروسکوپ نیروی اتمی، و مته

 نانومقیاس مورد استفاده قرار بگیرد.

 

و شرایط مرزی استخراج معادله حرکت  -2

 ارتعاشات آزاد محوری نانومیله
، در مختصات A( و مقطع 0≤x≤L) Lبه طول  FGنانو میله 

در نظر  1به شکل مشا، rθzو مختصات قطبی  xyz تزینرکا

نشان داده شده  1همانطور که در شکل بگیرید. محل ترک 

 است. CL=  xاست 

 
 ترکدار تابعی مدرج شماتیک نانو میله -1شکل 

 
های مختلف جابجایی ها، مولفهمیله رایلیتئوری  اساسبر 

(u ،v  وw به صورت زیر )[13] است: 

(1) 𝑢𝑧 = 𝑢(𝑟,𝜃,𝑧,𝑡) = 𝑢(𝑧,𝑡) 

(2) 𝑢𝜃 = 𝑣(𝑟,𝜃,𝑧,𝑡) = 0 

(3) 𝑢𝑟 = 𝑤(𝑟,𝜃,𝑧,𝑡) = −𝜈𝑟 
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
 

حسب ثانیه است. با داشتن  زمان بر tکه در این روابط، 

 )طبق تئوری است زیر صورت ها بهها و تنشها، کرنشجاییجاب

 ود(:شفقط اثر تنش و کرنش محوری در نظر گرفته می رایلی

(4) 𝜀𝑧𝑧 =
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
 

(5) 𝜀𝑟𝑟 = 𝜀𝜃𝜃 = 𝛾𝑧𝑟 = 𝛾𝑧𝜃 = 𝛾𝑟𝜃 = 0 

(6) 𝜎𝑧𝑧 = 𝐸(𝑧)
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
 

(7) 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝑧𝑟 = 𝜎𝑧𝜃 = 𝜎𝑟𝜃 = 0 

های مربوط به ماده ها و تنش( کرنش7( تا )4معادلات )

دهد. اگر اثر انرژی سطح را نیز در نظر بالک نانو میله را ارائه می

های تنش سطحی و کرنش سطحی نیز باید بگیریم، مولفه

استخراج شوند. برای این منظور، از تئوری الاستیسیته سطح 
که توسط  سطح تیسیتهشود. در تئوری الاساستفاده می

ارائه شده است، رابطه بین تنش و  [14]گورتین و مورداک 

 کرنش سطحی به این صورت ارائه شده است:

(8) 𝜏𝛼𝛽
± = 𝜏0

±𝛿𝛼𝛽 + (𝜇0
± − 𝜏0

±)(𝑢𝛼,𝛽
±

+ 𝑢𝛽,𝛼
± )

+ (𝜆0
± + 𝜏0

±)𝑢𝑚,𝑚𝛿𝛼𝛽

+ 𝜏0
±𝑢𝛼,𝛽 

(9) 𝜏𝛼𝑟
± = 𝜏0

±𝑢𝑟,𝛼 

𝜏0که در آن 
تنش سطحی پسماند مربوط به حالت بدون  ±

𝜆0دلتای کرونکر،  𝛿𝛼𝛽کرنش است، 
𝜇0و  ±

 𝑢𝛼,𝛽ثوابت لامه،  ±

𝛼,𝛽های جابجایی سطحی و مولفه = 𝑧,𝜃 لازم به ذکر است .

های مثبت و منفی برای سطوح بالایی و پایینی نانو که علامت

مطالعه میله با هندسه مستطیلی یا چهار وجهی است. برای 

های مثبت ای مورد بررسی است، علامتحاضر که مقطع دایره
(، 3( تا )1شود. با استفاده از معادلات )و منفی نادیده گرفته می

 های سطحی برای نانو میله به صورت زیر خواهد بود:تنش

(10) 𝜏𝑧𝑧 = 𝜏0(𝑧) + (2𝜇0(𝑧) + 𝜆0(𝑧))
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
 

(11) 𝜏𝜃𝜃 = 𝜏𝑟𝑟 = 𝜏𝑧𝑟 = 𝜏𝑟𝜃 = 𝜏𝑧𝜃 = 0 

، 𝜇0(𝑧) ،𝜆0(𝑧) ،𝜏0(𝑧)) تابعی مدرجمیله نانوخواص 
𝜌0(𝑧) ،𝐸(𝑧) ،𝐺(𝑧)  و𝜌(𝑧)شود:( به صورت توانی فرض می 

(12) 
𝑓(𝑧) = (𝑓𝐿 − 𝑓𝑅) (

𝑧

𝐿
)

𝑚

+ 𝑓𝑅 ;    

𝑓(𝑧) = 𝜆0(𝑧) or 𝜇0(𝑧) or 𝜏0(𝑧) or 𝜌0(𝑧) 

or 𝐸(𝑧) or 𝐺(𝑧) or 𝜌(𝑧) 
 مواد تابعی مدرج خواص مکانیکی یتوانشاخص  mکه در آن 

ها است. برای رسیدن به معادلات حاکم و شرایط مرزی، تنش

های بالک و سطحی باید در اصل همیلتون استفاده و کرنش

این است که بصورت  ،دلیل استفاده از اصل همیلتونشوند. 

cL 

L 

z 

x 

y 

   
K 

r 

x 

θ 
y 

A=πR2 Nanorod Surface: 
 𝜌0(𝑧), 𝐸0(𝑧)  

Nanorod Bulk: 
 𝜌(𝑧), 𝐸(𝑧)      

R 



 

 

 

  هاهای تابعی مدرج ترکدار بر اساس تئوری رایلی میلهتاثیر انرژی سطح بر ارتعاشات آزاد محوری نانومیله  |106
 

 4/ شماره 12/ دوره 1401ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

همزمان، هم معادلات حرکت و هم شرایط مرزی قابل استخراج 

 (،13مطابق رابطه )باشند. می

(13) ∫ (𝛿𝐾𝐸 − 𝛿𝑃𝐸)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 0 

 :داریمدر وریشن انرژی جنبشی، 

(14) 

𝛿𝐾𝐸 = 𝛿𝐾𝐸 + 𝛿𝐾𝐸0

= ∫ [𝜌(𝑧)𝐴 (
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡
) 𝛿 (

𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡
)

𝐿

0

+ 𝜌(𝑧)𝜈2𝐼𝑃 (
𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡
) 𝛿 (

𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡
)] 𝑑𝑧

+ ∫ [𝜌0(𝑧)𝑆 (
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡
) 𝛿 (

𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡
)

𝐿

0

+ 𝜌0(𝑧)𝜈2𝐼𝑃0 (
𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡
) 𝛿 (

𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡
)] 𝑑𝑧 

𝐼𝑃که در آن  = ∫ 𝑟2𝑑𝐴
 

𝐴
𝐼𝑃0و   = ∫ 𝑟2𝑑𝑆

 

𝑆
به ترتیب گشتاور  

چگالی بالک و  𝜌0و   𝜌قطبی اینرسی بالک و سطحی است، 

سطح مقطع و محیط نانو میله است. با  Sو  Aسطحی است و 

( در رابطه انرژی 16( تا )13( و )10( تا )4جایگزینی معادلات )

 پتانسیل، وریشن انرژی پتانسیل به این صورت است:

(15) 

𝛿𝑃𝐸 = 𝛿𝑃𝐸 + 𝛿𝑃𝐸0

= ∫ 𝜎𝑧𝑧𝛿𝜀𝑧𝑧 𝑑𝑉
 

𝑉

+ ∫ 𝜏𝑧𝑧𝛿𝜀𝑧𝑧𝑑𝐴
 

𝐴

= ∫ 𝐸(𝑧)𝐴
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
𝛿 (

𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
) 𝑑𝑧

𝐿

0

+ ∫ [
1

2
𝜏0(𝑧)

𝐿

0

+ (2𝜇0(𝑧)

+ 𝜆0(𝑧))
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
] 𝑆 𝛿 (

𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
) 𝑑𝑧 

( و 13ه )( در رابط15( و )14با جایگزینی رابطه )
معادله حاکم و شرایط مرزی برای انتگرالگیری جزء به جزء، 

ابطه ربا در نظر گرفتن انرژی سطح به صورت  تابعی مدرجمیله 

 .خواهد بود (17( و )16)

(16) 

−
𝜕

𝜕𝑧
(𝐸(𝑧)𝐴

𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧

+ 𝑆 [
1

2
𝜏0(𝑧) + (2𝜇0(𝑧) + 𝜆0(𝑧))

𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
])

+ (𝜌(𝑧)𝐴 + 𝜌0(𝑧)𝑆)
𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2

−
𝜕

𝜕𝑧
((𝜌(𝑧)𝜈2𝐼𝑃 + 𝜌0(𝑧)𝜈2𝐼𝑃0)

𝜕3𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡2
)

= 0 

(17) 

{𝐸(𝑧)𝐴
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧

+ 𝑆 [
1

2
𝜏0(𝑧) + (2𝜇0(𝑧) + 𝜆0(𝑧))

𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
]

+ (𝜌(𝑧)𝜈2𝐼𝑃

+ 𝜌0(𝑧)𝜈2𝐼𝑃0)
𝜕3𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡2
} 𝛿𝑢(𝑧,𝑡)|

0

𝐿

= 0 

( دو حالت برای شرایط مرزی وجود دارد؛ 17مطابق رابطه )

 آزاد.-گیردار و گیردار-گیردار

در موقعیت  K با سفتی  با در نظر گرفتن یک فنر خطی

(، دو نانومیله به صورت متصل به هم در نظر گرفته cL=  xترک )

0شود؛ برای دو نانو میله می ≤ 𝑧 < 𝐿𝐶  و𝐿𝐶 < 𝑧 ≤ 𝐿 روابط ،

 دهد که( نتیجه می16باید اعمال شود. معادله )( 17( و )16)

(18) 

−
1

2
𝑆

𝑑𝜏0(𝑧)

𝑑𝑧
−

𝑑𝐶1(𝑧)

𝑑𝑧

𝜕𝑢1(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧

− 𝐶1(𝑧)
𝜕2𝑢1(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2

+ 𝐶2(𝑧)
𝜕2𝑢1(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2

−
𝑑𝐶3(𝑧)

𝑑𝑧

𝜕3𝑢1(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡2

− 𝐶3(𝑧)
𝜕4𝑢1(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2𝜕𝑡2

= 0;       0 ≤ 𝑧 < 𝐿𝐶 

(19) 

−
1

2
𝑆

𝑑𝜏0(𝑧)

𝑑𝑧
−

𝑑𝐶1(𝑧)

𝑑𝑧

𝜕𝑢2(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧

− 𝐶1(𝑧)
𝜕2𝑢2(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2

+ 𝐶2(𝑧)
𝜕2𝑢2(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2

−
𝑑𝐶3(𝑧)

𝑑𝑧

𝜕3𝑢2(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡2

− 𝐶3(𝑧)
𝜕4𝑢2(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2𝜕𝑡2

= 0;      𝐿𝐶 < 𝑧 ≤ 𝐿 
 که در این معادلات،     

(20) 
𝐶1(𝑧) = 𝐸(𝑧)𝐴 + 𝑆(2𝜇0(𝑧) + 𝜆0(𝑧)) 
𝐶2(𝑧) = 𝜌(𝑧)𝐴 + 𝜌0(𝑧)𝑆 
𝐶3(𝑧) = 𝜈2(𝐼𝑃𝜌(𝑧) + 𝐼𝑃0𝜌0(𝑧)) 

𝑧در محل ترک و  = 𝐿𝐶 :شرط پیوستگی باید برقرار باشد ، 

(21) 
𝐾(𝑢1(𝐿𝐶 ,𝑡) − 𝑢2(𝐿𝐶 ,𝑡))

= −𝜏0𝑆

− 𝐶1(𝐿𝐶)
𝜕𝑢1(𝐿𝐶 ,𝑡)

𝜕𝑧
 

(22) 𝜕𝑢1(𝐿𝐶 ,𝑡)

𝜕𝑧
=

𝜕𝑢2(𝐿𝐶 ,𝑡)

𝜕𝑧
 

همچنین، شرایط مرزی در دو انتهای میله، برای شرط 

آزاد به ترتیب مطابق با روابط  -گیردار و گیردار -مرزی گیردار

 شود:ارائه می( 24( و )23)
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(23) 𝑢1(0,𝑡) = 0 

𝑢2(𝐿,𝑡) = 0 

(24) 

𝑢1(0,𝑡) = 0 
1

2
𝑆𝜏0(𝐿) + 𝐶1(𝐿)

𝜕𝑢2(𝐿,𝑡)

𝜕𝑧

+ 𝐶3(𝐿)
𝜕3𝑢2(𝐿,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡2
= 0 

شود که (، مشاهده می24( و )21باتوجه به معادلات )

گاه آزاد و شرط پیوستگی نیرویی در محل شرط مرزی تکیه

معادلات حاکم، در نتیجه برای حل  ترک، غیرهمگن است. در

ابتدا باید این معادلات، به فرم همگن تبدیل شوند. لازم به ذکر 

است که چنین رویکردی تاکنون در مطالعات تاثیرات سطحی 

ها ارائه نشده است و این موضوع بر روی رفتار مکانیکی نانو سازه

 های پژوهش حاضر است.از نوآوری

رکدار، لازم است برای مطالعه ارتعاشات آزاد نانو میله ت

(، برای شرایط مرزی 23( به همراه روابط )22( تا )18روابط )

 -(، برای شرایط مرزی گیردار24گیردار، یا روابط ) -گیردار

آزاد، حل شود. در ابتدا همگن سازی معادلات باید انجام شود. 

( 26( و )25برای این منظور، در ابتدا جابجایی به صورت رابطه )

 شود.  فرض می
(25) 𝑢1(𝑧,𝑡) = 𝑢1

ℎ(𝑧,𝑡) + �̃�1(𝑧) 

(26) 𝑢2(𝑧,𝑡) = 𝑢2
ℎ(𝑧,𝑡) + �̃�2(𝑧) 

𝑢1با جایگذاری 
ℎ(𝑥,𝑡)  و𝑢2

ℎ(𝑥,𝑡) ( تا 18در معادلات )

 به دست خواهد آمد. �̃�2(𝑥)و  �̃�1(𝑥)(، معادلات مربوط به 24)

(27) 
−

1

2
𝑆

𝑑𝜏0(𝑧)

𝑑𝑧
−

𝑑𝐶1(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑�̃�1(𝑧)

𝑑𝑧

− 𝐶1(𝑧)
𝑑2�̃�1(𝑧)

𝑑𝑧2

= 0;       0 ≤ 𝑧 < 𝐿𝐶 

(28) 
−

1

2
𝑆

𝑑𝜏0(𝑧)

𝑑𝑧
−

𝑑𝐶1(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑�̃�2(𝑧)

𝑑𝑧

− 𝐶1(𝑧)
𝑑2�̃�2(𝑧)

𝑑𝑧2

= 0;      𝐿𝐶 < 𝑧 ≤ 𝐿 

(29) 
𝐾(�̃�1(𝐿𝐶) − �̃�2(𝐿𝐶))

= −𝜏0𝑆

− 𝐶1(𝐿𝐶)
𝑑�̃�1(𝐿𝐶)

𝑑𝑧
 

(30) 𝑑�̃�1(𝑧)

𝑑𝑧
=

𝑑�̃�2(𝑧)

𝑑𝑧
 

(31) 

�̃�1(0) = 0 
�̃�2(𝐿) = 0:  گیردار
1

2
𝑆𝜏0(𝐿) + 𝐶1(𝐿)

𝑑�̃�2(𝐿)

𝑑𝑧
= 0:  آزاد

و  �̃�1(𝑥)های (، جابجایی31( تا )27با حل معادلات )

�̃�2(𝑥) آید. با قرار دادن نتیجه به دست آمده در به دست می

 آید.(، معادلات همگن به دست می24( تا )18معادلات )

(32) 

−
𝑑𝐶1(𝑧)

𝑑𝑧

𝜕𝑢1
ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
− 𝐶1(𝑧)

𝜕2𝑢1
ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2

+ 𝐶2(𝑧)
𝜕2𝑢1

ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2

−
𝑑𝐶3(𝑧)

𝑑𝑧

𝜕3𝑢1
ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡2

− 𝐶3(𝑧)
𝜕4𝑢1

ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2𝜕𝑡2

= 0;       0 ≤ 𝑧 < 𝐿𝐶 

(33) 

−
𝑑𝐶1(𝑧)

𝑑𝑧

𝜕𝑢2
ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
− 𝐶1(𝑧)

𝜕2𝑢2
ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2

+ 𝐶2(𝑧)
𝜕2𝑢2

ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2

−
𝑑𝐶3(𝑧)

𝑑𝑧

𝜕3𝑢2
ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡2

− 𝐶3(𝑧)
𝜕4𝑢2

ℎ(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2𝜕𝑡2

= 0;      𝐿𝐶 < 𝑧 ≤ 𝐿 

(34) 
𝐾 (𝑢1

ℎ(𝐿𝐶 ,𝑡) − 𝑢2
ℎ(𝐿𝐶 ,𝑡))

= −𝐶1(𝐿𝐶)
𝜕𝑢1

ℎ(𝐿𝐶 ,𝑡)

𝜕𝑧
 

(35) 𝜕𝑢1
ℎ(𝐿𝐶 ,𝑡)

𝜕𝑧
=

𝜕𝑢2
ℎ(𝐿𝐶 ,𝑡)

𝜕𝑧
 

(36) 

𝑢1
ℎ(0,𝑡) = 0 

𝑢2
ℎ(𝐿,𝑡) = 0: گیردار −  گیردار

𝐶1(𝐿)
𝜕𝑢2

ℎ(𝐿,𝑡)

𝜕𝑧
+ 𝐶3(𝐿)

𝜕3𝑢2
ℎ(𝐿,𝑡)

𝜕𝑧𝜕𝑡2

= آزاد    :0 −  گیردار

 داریم: با فرض جابجایی هارمونیک،

(37) 𝑢1
ℎ(𝑧,𝑡) = 𝑈1

ℎ(𝑧)𝑇(𝑡) = 𝑈1
ℎ(𝑧)𝑒𝑖𝜔𝑡 

(38) 𝑢2
ℎ(𝑧,𝑡) = 𝑈2

ℎ(𝑧)𝑇(𝑡) = 𝑈2
ℎ(𝑧)𝑒𝑖𝜔𝑡 

 (، به این صورت خواهند بود36( تا )32نتیجه، روابط ) در

(39) 

𝑑𝐶1(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝑈1
ℎ(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝐶1(𝑧)

𝑑2𝑈1
ℎ(𝑧)

𝑑𝑧2

+ 𝜔2 (𝐶2(𝑧)𝑈1
ℎ(𝑧)

−
𝑑𝐶3(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝑈1
ℎ(𝑧)

𝑑𝑧

− 𝐶3(𝑧)
𝑑2𝑈1

ℎ(𝑧)

𝑑𝑧2
)

= 0;       0 ≤ 𝑧 < 𝐿𝐶 
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(40) 

𝑑𝐶1(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝑈2
ℎ(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝐶1(𝑧)

𝑑2𝑈2
ℎ(𝑧)

𝑑𝑧2

+ 𝜔2 (𝐶2(𝑧)𝑈2
ℎ(𝑧)

−
𝑑𝐶3(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝑈2
ℎ(𝑧)

𝑑𝑧

− 𝐶3(𝑧)
𝑑2𝑈2

ℎ(𝑧)

𝑑𝑧2
)

= 0;      𝐿𝐶 < 𝑧 ≤ 𝐿 

(41) 
𝐾 (𝑈1

ℎ(𝐿𝐶) − 𝑈2
ℎ(𝐿𝐶))

= −𝐶1(𝐿𝐶)
𝑑𝑈1

ℎ(𝐿𝐶)

𝑑𝑧
 

(42) 𝑑𝑈1
ℎ(𝐿𝐶)

𝑑𝑧
=

𝑑𝑈2
ℎ(𝐿𝐶)

𝑑𝑧
 

(43) 

𝑈1
ℎ(0) = 0 

𝑈2
ℎ(𝐿) = 0: گیردار −  گیردار

𝐶1(𝐿)
𝑑𝑈2

ℎ(𝐿)

𝑑𝑧
− 𝜔2𝐶3(𝐿)

𝑑𝑈2
ℎ(𝐿)

𝑑𝑧
= آزاد    :0 −  گیردار

𝐶3(𝑧)لازم به ذکر است که در روابط فوق، با قرار دادن  =

روابط مربوط به تئوری میله ساده به دست خواهد آمد که  0

، لیراینتایج آن در این مطالعه با نتایج حاصل از تئوری میله 

 شود.مقایسه می

دهد، ( نشان می43( تا )39همانطور که فرم معادلات )

می zوابسته به متغیر مکانی  ،اینکه ضرایب معادلاتبدلیل 
یافتن پاسخ تحلیلی برای این معادلات در حالت کلی باشند 

مین ه بسیار مشکل خواهد بود و یا عملا امکانپذیر نیست. به

شود. دلیل، برای حل این معادلات از روش عددی استفاده می

 برای حلمربعات دیفرانسیل هارمونیک در این مطالعه از روش 

له ترکدار های طبیعی نانو میاستخراج فرکانسمعادلات و 

روش فوق یکی از پرکاربردترین و دقیق استفاده شده است.

باشد که همگرایی های عددی میها در بین روشترین روش

شود. نتایج به ازای تعداد نقاط گرهی پایینی حاصل می

نشان داده است که برای تمامی شرایط همچنین این روش 

روش ه استفاده از نحودهد. مرزی، دقت بسیار بالایی ارایه می

شده  بیان [15 و 9]جع امردر مربعات دیفرانسیل هارمونیک 

ن . در ایشده استارائه  نیز است که به صورت مختصر در اینجا

ک در ی به متغیر مکانی یک تابع نسبت ، مشتق جزییروش
اط نق نقطه گسسته، با جمع خطی مقادیر تابع وزنی در تمام

 اگرشود. به عنوان مثال، مجزا در میدان متغیر تقریب زده می

F(x) 0تابع در محدوده  یک<x<L باشد و در این محدوده N 

 ixام در نقطه  nباشد، مشتق مرتبه  نقطه گسسته تعریف شده

 .شودبیان می( 44) صورت رابطهه ب

(44) 
𝑑𝑛𝐹(𝑥𝑖)

𝑑𝑥𝑛
= ∑ 𝐴𝑖𝑘

(𝑛)
𝐹(𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1

;  𝑛

= 1,2, … , 𝑁 − 1; 
𝐴𝑖𝑘که در آن 

(𝑛) نی مربوط به مشتق مرتبه ضرایب وزn ام تابع 

F(x) ل مربعات دیفرانسی بیشتر در رابطه با روش است. جزئیات

 دچنچگونگی انتخاب نقاط گرهی با استفاده از و  هارمونیک

ارائه شده است. اکنون  [15] در مرجع، های چبیشفایجمله

معادلات حاکم  ،مربعات دیفرانسیل هارمونیک با اعمال روش

. با جداسازی آیدسازی شده بدست میبه صورت گسسته

ده ش جابجایی مربوط به نقاط مرزی و درونی میله، معادله کوپل

 آیدبه صورت زیر به دست می

(45) [
[𝐾𝑏𝑏] [𝐾𝑏𝑑]

[𝐾𝑑𝑏] [𝐾𝑑𝑑]
] {

{𝑑𝑏}

{𝑑𝑑}
} = 𝜔2 {

0
{𝑑𝑑}} 

به ترتیب جابجایی نقاط مرزی و نقاط داخلی میله  𝑑𝑑 و 𝑑𝑏 که

یک مسأله مقدار ویژه (، 45سازی رابطه )هستند. پس از ساده

آید که با حل آن ( به دست می46مطابق رابطه )استاندارد 

 شود.های طبیعی نانو میله ترکدار حاصل میفرکانس

(46) [[𝐾𝑑𝑑] − [𝐾𝑑𝑏][𝐾𝑏𝑏]−1[𝐾𝑏𝑑]]{𝑑𝑑}

= 𝜔2{𝑑𝑑} 
 بندی ارائه شده، یک برنامه کامپیوتری دربر مبنای فرمول

های افزار متلب نوشته شده است که خروجی آن فرکانسنرم

 .مطالعه استمیله ترکدار مورد نانوطبیعی 

 نتایج و بحث -3
 اعتبارسنجی -3-1

، هاآنحل  معادله حرکت و شرایط مرزی، و استخراجپس از 

های مشابه، ابتدا با مقایسه نتایج این پژوهش با نتایج پژوهش

گردد. در این بررسی می ،اعتبار روابط ارایه شده و دقت نتایج

نتایج این پژوهش با نتایج دو مقاله مقایسه شده است. راستا، 

ی تابعی مدرج به ازا میلهسه فرکانس اول نانونتایج  1در جدول 

های ارایه شده فرکانسف ارایه شده است. طول مختل چهار

استخراج شده از  رایلی های ساده وهای تئوریشامل فرکانس

بر اساس  [4]مرجع پژوهش حاضر و فرکانس گزارش شده در 

نشان می 1جدول  همان طور کهباشد. ها میمیلهتئوری ساده 

ها و مودهای فرکانسی در تمامی طول [4] مرجعنتایج دهد 
ی که بر اساس تئور استپژوهش حاضربسیار نزدیک به نتایج 

با نتایج  [4]مرجع اما اختلاف نتایج  ؛ساده گزارش شده است
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ارایه شده است  رایلیپژوهش حاضر که بر اساس تئوری 

، قابل ترهای کوچکو طول مخصوصا در شماره مودهای بالاتر

تئوری  ارایه شده بر اساسدلیل اختلاف نتایج  توجه است.

نوع روش استفاده شده برای حل معادله حرکت می ، درساده
مطالعه فعلی از روش در روش گلرکین و ، از [4]مرجع باشد. در 

زم لا استفاده شده است. مربعات دیفرانسیل هارمونیک عددی

به ذکر است که با افزایش تعداد نقاط گرهی روش مربعات 

روش گلرکین،  جملاتدیفرانسیل هارمونیک و افزایش تعداد 

 با توجه به در نظردست خواهد آمد، اما کاملا یکسانی بهنتایج 

ارائه شده دو  ، نتایجدر دو روش گرفتن حد همگرایی یکسان

همچنین دلیل اختلاف  ؛دارنداختلاف ناچیزی با هم  روش،

با نتایج پژوهش حاضر که بر اساس تئوری  [4]مرجع نتایج 

در روش حل معادله  ارایه شده است علاوه بر تفاوت رایلی

های ناشی از جابجاییبه در نظر گرفتن اینرسی  مربوط حرکت،

 باشد.نانومیله میجانبی 

، نتایج حاصل از پژوهش 2در مقایسه دوم، در جدول 

که رفتار ارتعاشات  [5]حاضر با نتایج گزارش شده در مرجع 
های تابعی مدرج ترکدار مدل شده بر اساس تئوری آزاد نانومیله

ساده را بررسی نموده است مقایسه شده است. نتایج گزارش 

که از تقسیم  استهای فرکانسی ، نسبت2شده در جدول 

های طبیعی با در نظر گرفتن اثر انرژی سطح و اثر فرکانس

عوامل فوق  در نظر گرفتن ونهای طبیعی بدترک بر فرکانس

هر دو پژوهش، از روش مربعات دیفرانسیل در آید. بدست می

طور رای استخراج نتایج استفاده شده است. همانهارمونیک ب

 نتایج هر دو پژوهشاختلاف بین  ،دهدنشان می 2که جدول 

تفاوت در نوع تئوری  آن دلیلکه  استدرصد  1/0کمتر از 

 .استاستفاده شده در دو پژوهش 
با تایید صحت روابط استخراج شده، در ادامه نتایج جدید 

های تابعی مدرج برای رفتار ارتعاشات آزاد محوری نانومیله

 گردد.ارایه می رایلیترکدار مدل شده بر اساس تئوری 

 ارایه نتایج جدید -3-2

شود که بدین منظور از ارائه می مطالعات پارامتریکدر ادامه 
استفاده  3و خواص مکانیکی داده شده در جدول  تعاریف زیر

 شده است:

 Fr  فرکانس بدون در نظر گرفتن اثر ترک و انرژی سطح :

 )فرکانس کلاسیک(

 Fr (SE) فرکانس با در نظر گرفتن فقط اثر انرژی سطح : 

 Fr (C) فرکانس با در نظر گرفتن فقط اثر ترک : 

 Fr (C,SE)  فرکانس با در نظر گرفتن هر دو اثر ترک و :

 انرژی سطح

در گام اول، مطالعاتی بصورت جداگانه برای بررسی اثر 

پذیرد تا دید کلی های انرژی سطح و اثر ترک انجام میمولفه

نسبت به آنها ایجاد شود. سپس با انتخاب مقادیر مناسب، 

و انرژی سطح شود که هر دو اثر ترک مطالعاتی انجام می
 بصورت همزمان لحاظ شده باشد.

 
 (R=1 nm and m=2های مختلف )بر اساس تئوری تابعی مدرج نانومیله طبیعی هایمقایسه فرکانس -1جدول 

 شماره فرکانس (nmطول )

 آزاد-گیردار گیردار-گیردار

 [4]مرجع 
 )تئوری ساده(

مطالعه حاضر 
 )تئوری ساده(

مطالعه حاضر 
 (رایلی)تئوری 

 [4]مرجع 
 )تئوری ساده(

ضر مطالعه حا
 )تئوری ساده(

مطالعه حاضر 
 (رایلی)تئوری 

10 1 745/327 717/327 727/326 754/176 773/176 642/176 

 2 315/664 258/664 357/656 091/505 153/505 784/501 
 3 998/953 868/998 665/972 981/836 088/837 747/821 

15 1 497/218 489/218 194/218 836/117 842/117 803/117 
 2 877/442 860/442 499/440 727/336 746/336 743/335 

 3 969/665 944/665 032/658 987/557 019/558 414/553 
20 1 873/1663 869/163 745/163 377/88 379/88 363/88 

 2 158/332 150/332 151/331 545/252 553/252 129/252 

 3 477/499 466/499 106/496 491/418 504/418 552/416 
30 1 248/109 248/109 211/109 918/58 919/58 914/58 

 2 438/221 436/221 140/221 364/168 366/168 240/168 
 3 984/332 981/332 981/331 994/278 998/278 417/278 



 

 

 

  هاهای تابعی مدرج ترکدار بر اساس تئوری رایلی میلهتاثیر انرژی سطح بر ارتعاشات آزاد محوری نانومیله  |110
 

 4/ شماره 12/ دوره 1401ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 (R=0.5 nm, Lc=L/2, L=30 nmرج ترکدار)های طبیعی نانومیله تابعی مدمقایسه نسبت فرکانس -2جدول 

نوع 
شرط 

 مرزی

شماره 
مود 

 فرکانسی

شدت 
 ترک

m=0 m=1 m=10 

مرجع 

[5] 
)تئوری 

 ساده(

پژوهش 

حاضر 
)تئوری 

 رایلی(

اختلاف 
)%( 

مرجع 

[5] 
)تئوری 

 ساده(

پژوهش 

اضر ح
)تئوری 

 رایلی(

اختلاف 
)%( 

مرجع 

[5] 
)تئوری 

 ساده(

پژوهش 

حاضر 
)تئوری 

 رایلی(

اختلاف 
)%( 

-گیردار

 گیردار

1 
0 8466/0 8457/0 11/0 7589/0 7591/0 03/0 7452/0 7458/0 08/0 
1 8466/0 8466/0 00/0 7195/0 7194/0 01/0 7353/0 7353/0 00/0 

2 
0 8466/0 8465/0 01/0 7582/0 7581/0 01/0 7360/0 7359/0 01/0 
1 5249/0 5250/0 02/0 4771/0 4772/0 02/0 4292/0 4293/0 02/0 

-گیردار
 آزاد

1 
0 8466/0 8470/0 05/0 7121/0 7119/0 03/0 7086/0 7084/0 03/0 

1 5374/0 5374/0 00/0 3849/0 3847/0 05/0 3628/0 3628/0 00/0 

2 
0 8466/0 8468/0 02/0 7513/0 7513/0 00/0 7142/0 7141/0 01/0 

1 6380/0 6380/0 00/0 6136/0 6137/0 02/0 5302/0 5302/0 00/0 

اثر پارامترهای مختلف انرژی سطح بر  -3-2-1

 های تابعی مدرجنانومیلهارتعاشات محوری 

در ابتدا اثر پارامترهای مختلف انرژی سطح بر فرکانس طبیعی 

ه ترک در نانومیل ،شود. فرض شده استاول نانومیله بررسی می

رای لذا نتایج ب؛ وجود نداشته باشد و جنس نانومیله همگن باشد

نانومیله به ازای هر دو جنس، با در نظر گرفتن تاثیر پارامترهای 
ارایه شده  4مختلف انرژی سطح بصورت جداگانه در جدول 

است. در این قسمت سعی بر ارایه دلایل فیزیکی و مکانیکی 

تا در ادامه نتایج، صرفا به گزارش  استهای مختلف پدیده

قابل دریافت است  4مشاهدات اکتفا شود. نکاتی که از جدول 

 عبارتند از:
 له س نانومیتاثیر ضرایب لامه سطحی وابسته به جن

باشد. بوده اما مستقل از شماره فرکانس و نوع شرط مرزی می

از جنس آلومینیوم، بدلیل اینکه مجموع مقادیر  برای نانومیله

بنابراین تاثیری افزایشی بر  است؛ثوابت لامه سطحی مثبت 

های محوری نانومیله آلومینیومی دارند. این در فرکانس

قادیر ثوابت لامه سطحی حالیست که بدلیل اینکه مجموع م

های محوری تاثیری کاهشی بر فرکانس ،منفی استسیلیکون 

 شود.مشاهده می

 های تنش پسماند سطحی هیچ تاثیری بر فرکانس
 محوری نانومیله ندارد.

 های چگالی سطح دارای اثر کاهشی بر فرکانس

. دلیل اثر کاهشی چگالی سطح این است که استطبیعی 

با جرم سیستم دارد و چگالی سطح با فرکانس، نسبت عکس 

شود.  میزان علامت مثبت، سبب افزایش جرم سیستم می

تاثیر کاهشی چگالی سطح، وابسته به مقدار چگالی سطح می

اثر کاهشی آن بیشتر  ،باشد و هر چه مقدار آن بیشتر باشد

است )از آنجا که چگالی سطح آلومینیوم بیشتر از سیلیکون 

های محوری نانومیله از فرکانسآن بر تاثیر کاهشی  ،است

جنس آلومینیوم بیشتر است.(. نتیجه دیگری که در رابطه با 

این است که تاثیر  ،توان بیان نمودتاثیر چگالی سطح می

-کاهشی چگالی سطح برای نانومیله با شرط مرزی گیردار
ر همچنین تاثیاست؛ آزاد -گیردار بیشتر از شرط مرزی گیردار

های محوری، در شماره سطح بر فرکانس کاهشی چگالی

شود. دلیل این امر را میمودهای فرکانسی بالاتر بیشتر می

توان به نوع شکل مود در شماره مودهای بالاتر دانست که با 

های جانبی، سبب تر شدن تاثیر اینرسی جابجاییبرجسته

 شود.های محوری میتاثیرگذاری بیشتر بر فرکانس

 

 مکانیکی نانو میله خواص -3جدول 
 𝐸 

(𝐺𝑃𝑎) 
𝜌 

(𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 
𝜌0 

(𝑘𝑔 𝑚2⁄ ) 
𝜆0 

 (𝑁 𝑚⁄ ) 
𝜇0 

(𝑁 𝑚⁄ ) 
𝜏0 

(𝑁 𝑚⁄ ) 
 5689/0 -8269/0 8420/6 5,46×7-10 2700 70 )آلومینیوم( (1در شکل ) ماده سمت راست

 6056/0 -7779/2 -0985/5 3,17×7-10 2370 210 )سیلیکون( (1در شکل ) ماده سمت چپ
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 ,L=15 nmهای مختلف )نسبت فرکانسی اول نانومیله به ازای حالت چهارتاثیر پارامترهای مختلف انرژی سطح بر  -4جدول 

R=2 nm, m=0, C=0) 

 (Fr_aفرکانس مورد مطالعه ) شرط مرزی
(𝐹𝑟𝑎 𝐹𝑟⁄ آلومینیوم  (  (𝐹𝑟𝑎 𝐹𝑟⁄ سیلیکون   (  

 4مود  3مود  2مود  1مود  4مود  3مود  2مود  1مود 

 گیردار-گیردار

 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 (Frبدون اثرات سطحی )

 9114/0 9097/0 9070/0 9035/0 9387/0 9375/0 9355/0 9330/0 (Fr_SDچگالی سطحی )
 0364/1 0364/1 0364/1 0364/1 9743/0 9743/0 9743/0 9743/0 (Fr_SLضرایب لامه سطحی )

 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 (Fr_SRتنش پسماند سطحی )

 9446/0 9428/0 9400/0 9364/0 9146/0 9134/0 9115/0 9090/0 (Fr_SEتمام اثرات سطحی )

 آزاد-گیردار

 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 (Frبدون اثرات سطحی )

 9119/0 9107/0 9084/0 9053/0 9391/0 9382/0 9366/0 9343/0 (Fr_SDچگالی سطحی )

 0364/1 0364/1 0364/1 0364/1 9743/0 9743/0 9743/0 9743/0 (Fr_SLضرایب لامه سطحی )

 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 0000/1 (Fr_SRتنش پسماند سطحی )

 9451/0 9438/0 9415/0 9383/0 9149/0 9141/0 9125/0 9103/0 (Fr_SEتمام اثرات سطحی )

 

  بر اساس نتایج بیان شده قبلی و بر اساس نوع جنس

برای نانومیله آلومینیومی، توان نتیجه گرفت که نانومیله، می

که تاثیر کاهشی چگالی سطح بیشتر از تاثیر افزایشی  از آنجا

تاثیر بودن تنش بیاز طرفی باشد و ثوابت لامه سطح می

در حالت کلی، انرژی سطح تاثیر کاهشی بر پسماند سطح، 

دارد. برای نانومیله آلومینیومی های محوری نانومیله فرکانس

توان اینگونه بیان نمود که تاثیر کاهشی چگالی سیلیکونی می

تاثیر بودن در کنار بیسطح با تاثیر کاهشی ثوابت لامه سطح 

شود انرژی سطح اثری پارامتر تنش پسماند سطح، سبب می
های محوری نانومیله سیلیکونی داشته کاهشی بر فرکانس

و شماره گیری برای هر دو شرط مرزی این نتیجه باشد.

 .استصادق های مختلف، فرکانس
 

 اثر ترک به صورت کلی -3-2-2

رض ف تاثیر انرژی سطح،در گام بعدی، علاوه بر در نظر گرفتن 

در همگن  جنس نانومیله یله وجود دارد ومترکی در شود می

به ازای دو مقدار  5بر این اساس، جدول شود. نظر گرفته می

𝐶متفاوت برای شدت ترک ) = 𝐾𝐿 𝐸𝐴⁄ = 0.2; تهیه ( 2.0 

 شده است که نتایج حاصل از آن عبارتند از:

  استاثر کاهشی ترک مستقل از جنس نانومیله.  

 
 0m ،= 2 nm R ،= 15  L=) های مختلفنسبت فرکانسی اول نانومیله به ازای حالت ترک و انرژی سطح بر چهار تاثیر -5جدول 

nm ،L= 0.4 cL) 

شرط 
 مرزی

 (Fr_aفرکانس مورد مطالعه )
𝐹𝑟𝑎

𝐹𝑟
آلومینیوم    

𝐹𝑟𝑎

𝐹𝑟
سیلیکون    

 4مود  3مود  2مود  1مود  4مود  3مود  2مود  1مود 

-گیردار

 گیردار

 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 (Frبدون اثرات سطحی و بدون ترک )

 0,9446 0,9428 0,9400 0,9364 0,9146 0,9134 0,9115 0,9090 (Fr_SEترک )با اثرات سطحی و بدون 
 C=0.2 0,9822 0,8877 0,9191 0,9831 0,9822 0,8877 0,9191 0,9831(؛ Fr_Cبدون اثرات سطحی و با ترک )

 C=2 0,9017 0,6813 0,8526 0,9512 0,9017 0,6813 0,8526 0,9512(؛ Fr_Cبدون اثرات سطحی و با ترک )

 C=0.2 0,9266 0,8311 0,8616 0,9199 0,8991 0,8153 0,8404 0,8945(؛ Fr_SE&Cبا اثرات سطحی و با ترک )
 C=2 0,8489 0,6401 0,8019 0,8910 0,8268 0,6253 0,7784 0,8655(؛ Fr_SE&Cبا اثرات سطحی و با ترک )

-گیردار

 آزاد

 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 (Frبدون اثرات سطحی و بدون ترک )
 0,9451 0,9438 0,9415 0,9383 0,9149 0,9141 0,9125 0,9103 (Fr_SEبا اثرات سطحی و بدون ترک )

 C =0.2 0,8878 0,9809 0,8576 0,9858 0,8878 0,9809 0,8576 0,9858(؛ Fr_Cبدون اثرات سطحی و با ترک )

 C =2 0,5084 0,8893 0,6979 0,9624 0,5084 0,8893 0,6979 0,9624(؛ Fr_Cو با ترک )بدون اثرات سطحی 
 C=0.2 0,8324 0,9246 0,8018 0,9244 0,8168 0,8976 0,7877 0,8980(؛ Fr_SE&Cبا اثرات سطحی و با ترک )

 C=2 0,4676 0,8369 0,6569 0,9031 0,4744 0,8151 0,6390 0,8767(؛ Fr_SE&Cبا اثرات سطحی و با ترک )
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 های محوری دارد و ترک اثری کاهشی بر فرکانس

تاثیر آن علاوه بر مقدار شدت ترک به شماره مود فرکانسی و 

 ،نوع شرط مرزی وابسته است. هر چه شدت ترک بیشتر باشد

شود که دلیل آن کاهش سفتی تاثیر کاهشی آن نیز بیشتر می
اما وابستگی تاثیر ترک به شماره فرکانس و نوع  است؛نانومیله 

 شرط مرزی، الگوی ثابتی ندارد.

 اثر موقعیت ترک -3-2-3

های بخش بعدی نتایج به بررسی اثر موقعیت ترک بر فرکانس

محوری طبیعی نانومیله تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر انرژی 

به ترتیب برای  3و  2های پردازد. در این راستا، شکلسطح می

اند. در آزاد رسم شده-گیردار و گیردار-دو شرط مرزی گیردار

𝐶ها، مقدار شدت ترک بصورت این شکل = 𝐾𝐿 𝐸𝑅𝐴⁄  در نظر

گرفته شده است. به منظور پرهیز از تکرار، صرفا نتایجی ارایه 
 3و  2های کلشود که پیشتر به آن اشاره نشده است. شمی

های محوری موقعیت ترک به شدت بر فرکانس ،دهدنشان می

به نحوی که هر کجا  ،گذاردنانومیله تابعی مدرج تاثیر می

ر میزان تاثیر کاهشی ترک، حداکث ،جابجایی نانومیله صفر باشد

و بالعکس، در هر موقعیتی که میزان جابجایی نانومیله  است

. به بیان دیگر، استاثر کاهشی ترک، حداقل  ،ماکزیمم باشد

تاثیر کاهشی ترک بستگی به محل قرارگیری ترک و نوع شکل 

دهند که های فوق همچنین نشان میمود فرکانسی دارد. شکل

( شکل مود m=0, 100وقتی جنس نانومیله همگن است )

نانومیله نیز متقارن است و ترک و انرژی سطح نیز بصورت 

اما  ؛گذارندهای محوری نانومیله تاثیر میکانسمتقارن بر فر

ترک و  ،شود( میm=1وقتی جنس نانومیله، تابعی مدرج )

های محوری انرژی سطح نیز بصورت نامتقارن بر فرکانس

گذارند. نکته دیگر اینکه با تغییر جنس نانومیله تاثیر می

(، مقدار m=100( به سیلیکون )m=0نانومیله از آلومینیوم )

یابد و تغییرات فرکانس با در نظر اثر ترک انس افزایش میفرک

 شود.و انرژی سطح نیز بیشتر می

 

 

 
 

 نانومیله طولاثر  -3-2-4
های محوری نانومیله پارامتر دیگری که تاثیر آن بر فرکانس

باشد. تابعی مدرج ترکدار بررسی شده است طول نانومیله می

اول نانومیله برای دو نسبت فرکانسی  6بدین منظور، در جدول 

آزاد و به ازای سه حالت، -گیردار و گیردار-شرط مرزی گیردار

فقط با در نظر گرفتن اثر انرژی سطح، فقط با در نظر گرفتن 

اثر ترک، و با در نظر گرفتن همزمان تاثیر ترک و انرژی سطح 

دهد که تاثیر ترک و انرژی نشان می 6لیست شده است. جدول 

های اول نانومیله مدل شده بر اساس تئوری سطح بر فرکانس

ر درحالیکه اگر نانومیله ب است،ساده، تقریبا مستقل از طول آن 

 وابستگی فرکانس به طول ،اساس تئوری رایلی مدل شده باشد

های مدل های نانومیلهاما تاثیرپذیری فرکانس است؛تر برجسته

های ساده و رایلی از ترک و انرژی سطح، شده بر اساس تئوری
 ،استعلاوه بر اینکه وابسته به مقدار عدد توان تابعی مدرج 

. نکته قابل توجه از جدول استوابسته به نوع شرط مرزی نیز 

این است که تاثیر کاهشی انرژی سطح بر فرکانس نانومیله  6

 تابعی مدرج ترکدار مدل شده بر اساس تئوری رایلی بیشتر از

حالتی است که نانومیله بر اساس تئوری ساده مدل شده باشد. 

در حالیکه تاثیر کاهشی ترک بر فرکانس نانومیله تابعی مدرج 

ترکدار مدل شده بر اساس تئوری رایلی کمتر از حالتی است 

که نانومیله بر اساس تئوری ساده مدل شده باشد. در حالت 

صورت همزمان در کلی وقتی هر دو تاثیر ترک و انرژی سطح ب

توان رفتار کلی به ازای مقادیر نمی ،نظر گرفته شده باشد

چرا که  ،مختلف عدد توان تابعی مدرج مشاهده نمود

تاثیرگذاری انرژی سطح وابسته به مقدار پارامترهای انرژی 

 .استسطح 

 

 اثر قطر نانومیله -3-2-5

های محوری نانومیله آخرین پارامتری که تاثیر آن بر فرکانس

باشد. تابعی مدرج ترکدار بررسی شده است قطر نانومیله می

های بدین منظور، نسبت فرکانسی اول نانومیله به ازای حالت

نتایجی  7ارایه شده است. از جدول  7مختلف در جدول 

شود که در بعضی موارد متفاوت از نتایج بدست اهده میمش

. است 6آمده از جدول 
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 = C)گیردار-ترکدار با شرایط مرزی گیردارمحوری نانومیله تابعی مدرج چهار فرکانس اول تاثیر موقعیت ترک بر  -2شکل 

0.2; R = 2 nm; L = 15 nm) 
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 = C)آزاد-تاثیر موقعیت ترک بر چهار فرکانس اول محوری نانومیله تابعی مدرج ترکدار با شرایط مرزی گیردار -3شکل 

0.2; R = 2 nm; L = 15 nm) 
 

دهد که تاثیرگذاری ترک بر فرکانس نانومیله نشان می 7جدول 

س تئوری ساده، مستقل تابعی مدرج ترکدار مدل شده بر اسا

اما تاثیرگذاری انرژی سطح وابسته به قطر  است،از قطر نانومیله 

. این در حالیست که هم تاثیرگذاری ترک و هم انرژی است

سطح بر فرکانس نانومیله تابعی مدرج ترکدار مدل شده بر 
. نکته دیگری که استاساس تئوری رایلی، وابسته به قطر 

این است که تاثیرگذاری ترک و انرژی  ،کندبیان می 7جدول 

سطح، هم وابسته به نوع شرط مرزی و هم وابسته به مقدار 

قابل  7. نکته دیگری که از جدول استعدد توان تابعی مدرج 

تر شدن نانومیله، تاثیر این است که با ضخیم ،مشاهده است

اما برای نانومیله  ،شودکاهشی ترک بر نانومیله رایلی بیشتر می
چنین با ضخیمهم ؛شوداده، تاثیر قابل توجهی مشاهده نمیس
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تر شدن نانومیله، تاثیر کاهشی انرژی سطح بر نانومیله رایلی و 

شود که دلیل آن افزایش نرخ انرژی ذخیره شده ساده کمتر می

باشد. در در حجم در مقایسه با انرژی ذخیره شده در سطح می

طح بصورت همزمان در حالت کلی وقتی تاثیر ترک و انرژی س
بدلیل وابستگی تاثیر انرژی سطح به  ،نظر گرفته شده باشد

توان رفتار مشخصی مقادیر مشخصات مکانیکی سطح، نمی

برای نحوه تاثیرپذیری فرکانس نانومیله تابعی مدرج ترکدار از 

 انرژی سطح و ترک تعریف نمود.

 گیرینتیجه
ن پژوهش، تاثیر انرژی سطح بر ارتعاشات آزاد محوری در ای

های تابعی مدرج ترکدار که بر اساس تئوری رایلی میلهنانومیله

اند بررسی شده است. معادله حاکم بر حرکت و ها مدل شده

آزاد با استفاده از -گیردار و گیردار-روابط شرایط مرزی گیردار

های محوری با اند. فرکانساصل همیلتون استخراج شده

استفاده از روش عددی مربعات دیفرانسیل هارمونیک بدست 

اند. نتایج زیر از این پژوهش بدست آمده است:آمده
 

 (R = 1.5 nm ،C = 0.2 ،= 0.3L cL) مختلفهای طول میله بر نسبت فرکانسی اول نانومیله به ازای حالت تاثیر -6جدول 

 (nm)طول  m شرط مرزی
𝐹𝑟_𝑆𝐸

𝐹𝑟
 

𝐹𝑟_𝐶𝑟

𝐹𝑟
 

𝐹𝑟_𝑆𝐸&𝐶𝑟

𝐹𝑟
 

 رایلیتئوری  تئوری ساده رایلیتئوری  تئوری ساده رایلیتئوری  تئوری ساده

-گیردار
 گیردار

0 10 93031/0 92933/0 94249/0 94301/0 87253/0 87224/0 
0 20 93031/0 93006/0 94249/0 94262/0 87253/0 87246/0 

1 10 89868/0 89782/0 84501/0 84609/0 76801/0 76837/0 
1 20 89868/0 89846/0 84504/0 84531/0 76806/0 76816/0 

100 10 89093/0 89028/0 87181/0 87283/0 78170/0 78213/0 

100 20 89096/0 89079/0 87181/0 87207/0 78172/0 78183/0 

 79868/0 79857/0 86917/0 86891/0 93006/0 93031/0 10 0 آزاد-گیردار

0 20 93031/0 93024/0 86891/0 86897/0 79857/0 79860/0 
1 10 87844/0 87821/0 75627/0 75673/0 67033/0 67062/0 

1 20 87838/0 87832/0 75629/0 75640/0 67031/0 67039/0 

100 10 88873/0 88856/0 70837/0 70881/0 64074/0 64106/0 
100 20 88873/0 88869/0 70837/0 70848/0 64074/0 64082/0 

 

 (nm 0= 1 L ،= 0.2 C ،L= 0.3 cL) های مختلفبر نسبت فرکانسی اول نانومیله به ازای حالت قطر تاثیر -7جدول 

 (nm)قطر  m شرط مرزی
𝐹𝑟_𝑆𝐸

𝐹𝑟
 

𝐹𝑟_𝐶𝑟

𝐹𝑟
 

𝐹𝑟_𝑆𝐸&𝐶𝑟

𝐹𝑟
 

 رایلیتئوری  تئوری ساده رایلیتئوری  تئوری ساده رایلیتئوری  تئوری ساده

-گیردار

 گیردار

0 1 0,846594 0,846384 0,942493 0,942551 0,786639 0,786531 

0 3 0,930305 0,929329 0,942493 0,943014 0,872529 0,872242 

1 1 0,758933 0,758772 0,845043 0,845163 0,663461 0,663430 

1 3 0,898680 0,897820 0,845010 0,846086 0,768006 0,768372 

100 1 0,724051 0,723915 0,871814 0,871928 0,643970 0,643949 

100 3 0,890932 0,890275 0,871814 0,872829 0,781702 0,782133 

 0,709789 0,709791 0,868934 0,868905 0,846541 0,846594 1 0 آزاد-گیردار

0 3 0,930305 0,930059 0,868905 0,869170 0,798569 0,798675 
1 1 0,712114 0,712072 0,756292 0,756343 0,553470 0,553485 

1 3 0,878441 0,878208 0,756269 0,756731 0,670325 0,670622 
100 1 0,719108 0,719072 0,708368 0,708417 0,537956 0,537975 

100 3 0,888733 0,888562 0,708367 0,708808 0,640736 0,641057 
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  در نظر گرفتن مولفه تنش سطحی، سبب ناهمگن شدن رابطه

گاه آزاد و شرط پیوستگی نیرویی در محل شرط مرزی تکیه

از تغییر متغیر  شود. برای همگن کردن روابط فوق،ترک می
 .مناسب استفاده شده است

   تنس پسماند سطحی، تاثیری بر ارتعاشات محوری نانومیله

توان این تابعی مدرج ترکدار ندارد. لذا در مطالعات بعدی، می

 مولفه را در استخراج معادلات در نظر نگرفت.

  های محوری نانومیله تابعی تاثیر انرژی سطح بر فرکانس

ی مدرج ترکدار، وابسته به مقدار و علامت پارامترهای انرژ

برای جنس آلومینیوم و سیلیکون، مشاهده شده . استح سط

های محوری است که انرژی سطح، تاثیری کاهشی بر فرکانس

نانومیله داشته و این تاثیر کاهشی برای جنس سیلیکون بیشتر 

 .استاز جنس آلومینیوم 

   استاثر کاهشی ترک مستقل از جنس نانومیله. 

  نوع شرط مرزی، وابستگی تاثیر ترک به شماره فرکانس و

 الگوی ثابتی ندارد.

  ( وقتی جنس نانومیله همگن استm=0, 100 شکل مود )

نانومیله نیز متقارن است و ترک و انرژی سطح نیز بصورت 

اما  ؛گذارندهای محوری نانومیله تاثیر میمتقارن بر فرکانس

ترک و  ،شود( میm=1وقتی جنس نانومیله، تابعی مدرج )

های محوری انرژی سطح نیز بصورت نامتقارن بر فرکانس

 گذارند.نانومیله تاثیر می

   تاثیر کاهشی انرژی سطح بر فرکانس نانومیله تابعی مدرج

 بیشتر از حالتی است رایلیترکدار مدل شده بر اساس تئوری 

که نانومیله بر اساس تئوری ساده مدل شده باشد. در حالیکه 

تاثیر کاهشی ترک بر فرکانس نانومیله تابعی مدرج ترکدار 

کمتر از حالتی است که  رایلیمدل شده بر اساس تئوری 

 نانومیله بر اساس تئوری ساده مدل شده باشد.
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