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 چکیده
سیال غیرقابل تراکم در یک رگ محدود  توسطکه  استپرداخته شدهکوچک  بررسی عددی دینامیک حباب گازی کرویبه این مقاله در 

که با مدل مور  استشدهگیرد. مایع پیرامون حباب از نوع تیکسوتروپیک فرض تحت اثرات اکوستیک دیواره رگ قرار می شده است که

انتگرالی  -است. پس از استخراج معادلات دیفرانسیلیپذیر با مدل الاستیک خطی در نظر گرفته شده. رگ نیز انعطافاستشدهمدلسازی 

با توجه به . اندحل شدهبصورت عددی  MATLABافزار نرم ODE23sحلگر حاکم با استفاده از  معادلات ،حاکم بر دینامیک حباب

وس داخل فشار بخار، فشار گاز محب، دیواره رگ الاستیسیته، افزایش پارامترهایی مانند نسبت ویسکوزیته سیال بدست آمده،عددی نتایج 

پارامترهایی افزایش  هرچند ،دداشتنهمگی تاثیر قابل توجهی در کاهش دامنه نوسانات حباب گازی  هندسی فاکتورهمچنین و حباب 

رشد  منجر بهو همچنین عدد رینولدز جریان  سیال/کشش سطحی فصل مشترک حبابعدد فروپاشی، ، سیالدد تیکسوتروپی عنظیر 

کشش سطحی فصل مشترک به عنوان دو مقادیر کوچک همچنین رفتار غالب نازک شونده سیال به همراه ؛ استشده نوسانات حباب

 . شدندبه روکش الاستیک شناخته  بیش از حد حداکثر تنش شعاعی وارد شدهمنظور جلوگیری از افزایش عامل مهم به

 .تنش شعاعی ؛ کشش سطحی؛الاستیسیته؛ عدد تیکسوتروپی؛ یک حباب گازی؛ سیال تیکسوتروپیکدینام :کلمات کلیدی
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Abstract 
In this paper numerical investigation of the dynamics of a tiny spherical gas bubble surrounded by an 

incompressible fluid confined in a vessel has been addressed when the bubble is subjected to accousting 

forcing of vessel wall. The liquid surrounding the bubble has been assumed to be thixotropic, which has 

been modelled using the Moore model. The vessel has also been assumed to be deformable obeying the 

linear-elastic model. After deriving the integro-differential equations governing the bubble dynamics, the 

governing equations have been solved using ODE23s solver in the MATLAB software numerically. Based 

on the obtained numerical results, an increase in the parameters such as fluid’s viscosity ratio, vessel wall’s 

elasticity, vapor pressure, gas pressure trapped in the bubble, and also geometric factor had totally 

considerable effect to reduce the gaseous bubble’s amplitude of oscillations. However, an increase in the 

parameters such as fluid’s thixotropy number, break down number, bubble/fluid interfacial surface tension, 

and also flow Reynolds number has leaded in growth of the bubble oscillations. Moreover, strong fluid’s 

shear thinning behavior beside small values of interfacial surface tension were known as two important 

factors to avoid from excessive increase of elastic coating maximum radial stress. 

Keywords: Gas Bubble Dynamics; Thixotropic Fluid; Thixotropy Number; Elasticity; Surface Tension; 

Radial Stress. 
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 مقدمه -1

تحلیل حرکت حباب در سیال به عنوان یکی از مسایل بارز و 

کلیدی نه تنها در مکانیک سیالات کلاسیک بلکه به عنوان 

-به. استشدهابزاری کارآمد در مسایل صنعتی نیز شناخته 

کاربرد قابل توجه این موضوع در تحلیل  توان بهمی عنوان مثال

یا کاربرد این پدیده  ]2و  1[و بررسی پدیده کاویتاسیون 

که دینامیک حاکم  اشاره کردهای تبرید و حرارتی درسیستم

ورد ای مبر حباب با مکانیزم انتقال جرم و حرارت بطور گسترده

های متداول دیگر کاربرد . از نمونه]3[ استفاده قرار گرفته است

 بخشدینامیک حاکم بر حباب بعنوان کاربرد پزشکی در 

بطوری که تولید  ،سونوگرافی به عنوان ماده حاجب است

های های هماهنگ بواسطه حضورمیکروحبابهارمونیک

های داخلی بدن ها و بافتروکشدار امکان تصویربرداری از ارگان

البته در  .]5و  4[است دادهای افزایش را با دقت قابل ملاحظه

های ها در کاهش درگ در جریاناین میان نقش میکروحباب

های متداول به عنوان مکانیزم جایگزین روشو خارجی داخلی 

برای کاهش اصطکاک جریان سیال با دیواره کانال نیز  ،دیگر

-مساله میاین دقیقتر  از کاربردهای. ]7و  6[قابل توجه است 

تحلیل حرکت حباب در تماس موارد مختلفی از جمله توان به 

به عنوان یکی از مسائل  با سیال واقع شده در فضای نامحدود

تحلیل ، ]11-8[ از دیرباز تاکنون کلاسیک مکانیک سیالات

کنش ، برهم]12[ حرکت حباب واقع در یک لوله حاوی جریان

کنش یک و یا برهم]13[ حباب در تماس با سطوح الاستیک

 اشاره کرد.  ]14[ حباب با حباب دیگر

شده  با توجه به موارد ذکر شده همانگونه که ملاحظه

طیف کاربردی مساله دینامیک حاکم بر حباب با توجه  ،است

 ایبه کاربردهای آن و نوع مساله مورد بررسی طیف گسترده

. در این میان مواردی که تحلیل حرکت حباب را از بوده است

در  ،اندکردهتر مواجه سازی با چالش جدینقطه نظر شبیه

که سیال پیرامون حباب در محیط  اندبودهارتباط با مسایلی 

های این سناریو در خصوصا چالش ،استمحدودی قرار داشته 

که سیال پیرامون حباب خود با سطوح است شده شتریبمواردی 

. در این ]12[ اندبودهمحدودکننده انعطاف پذیر در ارتباط 

مجموعه  ]17-15[زمینه به عنوان مثال وینسنت و همکاران 

حرکت حباب در سیال آزمایشات نسبتا جالبی در خصوص 

محدود شده توسط لایه الاستیک جامد را بصورت بطور کامل 

آزمایشگاهی با روش پخش نور، عکسبرداری با استفاده از لیزر 

با سرعت بالا انجام های با قدرت ثبت تصاویر نو همچنین دوربی

رات الاستیسیته لایه جامد آنها توانست اث هایدادند. آزمایش

شدگی کانال را بر نوسانات پذیر و نسبت محدودانعطاف

ین آنها همچنسریع حباب بخوبی نشان دهد.  منتظره بسیارغیر

خارج شدن حباب از شکل نوسانات کروی در فواصل  ،توانستند

را ر مواردی از هم گسیختگی حباب دور از مرز جامد و حتی د

  . ]17-15[ در پژوهشهای خود بخوبی ملاحظه کنند

مواردی که تا اینجا در خصوص حرکت حباب در تماس با 

سیال پیرامون مورد بررسی قرار گرفتند محدود به حالتی بودند 

که سیال پیرامون حباب ماهیت رفتار نیوتنی خود را با تقریب 

خصوص رئولوژی حاکم بر سیال  در ،کردخوبی حفظ می

توان به عنوان های غیرنیوتنی میپیرامون حباب برای مدل

که در آن  کرداشاره  ]18[ مثال به پژوهش هاماگوچی و آندو

تعاشی اولتراسوند بر نوسانات اجباری حباب احاطه اثر منبع ار

نیوتنی ویسکوالاستیک بصورت یال با رفتار غیرشده با س

. ماده ویسکوالاستیک مورد استفاده شدندآزمایشگاهی بررسی 

 برداری سرعتد که در پژوهش آنها از روش تصویرآنها ژلاتین بو

ات نتایج مشاهدبالا برای بررسی حرکت حباب استفاده گردید. 

 با برای آزمایشحباب استفاده از یک تک  ،داد آنها نشان

ژلاتین منجر به افزایش فرکانس تحریک و افزایش غلظت 

-یمافزایش پاسخ فرکانسی حباب به نواحی با فرکانس بالاتر 

در  های انجام شده در این حوزهاز دیگر پژوهش. ]18[ گردید

خصوص رفتار ویسکوالاستیک سیال پیرامون حباب به پژوهش 

توان اشار کرد که نوسانات می ]19[ و کرسپو فرناندز -جیمنز

ل ویسکوالاستیک را حباب در تماس با فضای نامحدود از سیا

طور باب بنوسانات حدامنه  ،بررسی نمودند. نتایج آنها نشان داد

. از فتیامیقابل توجهی با افزایش عدد الاستیک سیال افزایش 

برای تحلیل دینامیک شده های غیرنیوتنی بررسی دیگر مدل

به  امحدود سیالحاکم بر حباب گازی در تماس با بستر ن

-می ]20[انجام شده توسط یانگ و همکاران  پیشگام تحقیقات

که دینامیک حباب گازی در تماس با بستر  نموده توان اشار

نامحدود سیال با مدل رئولوژیک نیوتنی تعمیم یافته از نوع 

توانی را بصورت عددی مورد بررسی قرار دادند. نتایج آنها نشان 

داد که نرخ میرایی انرژی با افزایش اندیس توانی سیال کاهش 

از برای حالتی که حباب گازی در بستر محدودی  .یافتمی

اشاره  ]21[و همکاران  هوتوان به پژوهش می ،داشتسیال قرار 

پذیر را به عنوان یک محیط  بافت انعطافکه  کرد
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سازی یهنتایج شبند. ویسکوالاستیک تراکم پذیر در نظر گرفت

ذیر بر پآنها حاکی از تاثیر قابل توجه الاستیسیته بافت انعطاف

کاربرد سیالات از دیگر موارد شعاع تعادلی حباب بود. 

به  ،در محیط محدود نیوتنی در تحلیل حرکت حبابغیر

توان می ]22[جام شده توسط عارف منش و همکاران پژوهش ان

. پژوهش آنها تعمیمی بر پژوهش اصلی انجام شده کرداشاره 

حرکت )در خصوص دینامیک حاکم بر  ]23[توسط ونگ 

نیوتنی در تماس با لایه محدود سیال شعاعی حباب گازی در 

ال اثرات غیرنیوتنی سی که در آن تماس با روکش الاستیک( بود

بصورت عددی مورد بررسی قرار گرفت. نتایج با مدل توانی 

بررسی آنها حاکی از وابستگی شدید نوسان حباب به ضریب 

الاستیسیته روکش و همچنین رئولوژی حاکم بر سیال پیرامون 

   .]22[ ه استحباب )اندیس توانی( بود

توان به های تحقیقات ارائه شده در بالا میاز محدودیت

محدودشدن بیشتر آنها به مدل نیوتنی برای سیال پیرامون 

های غیرنیوتنی حباب، محیط نامحدود پیرامون حباب و یا مدل

ه . با توجه به اینککردبا رفتار رئولوژیک مستقل از زمان اشاره 

از  سیالات فیزیولوژیکی در بسیاری از کاربردهای بایومکانیک،

خود رفتار غیرنیوتنی وابسته به زمان )نرخ برش وابسته به 

پژوهش یکی از این ، لذا در ]26-24[ دهندزمان( نشان می

صنعتی متداول ولی مهم تحلیل دینامیک /کاربردهای پزشکی

حاکم بر حباب گازی در بستر محدودی از سیال در تماس با 

تببین رفتار بافت پیرامون سیالات  پذیر )برایدیواره انعطاف

یال فتار فیزیولوژیکی سکه در آن ر شده استفیزیولوژیک( ارائه 

بطور  .]26-24[ استشدهپوشش داده  تیکسوتروپ با مدل

ی ای تعمیمکه از نقطه نظر مقایسهپژوهش کنونی را تر دقیق

شناخته  ]22[منش و همکاران و عارف ]23[بر پژوهش ونگ 

ک تخمین مطالعاتی اولیه از رفتار توان به عنوان یمی ،شودمی

های بایومکانیکی سیستمفیزیولوژیک در  سیالات تیکسوتروپ

پذیر نظیر رگ، های با مرز انعطافجریان خون در محیط مانند

های مورد استفاده در این پژوهش را به عنوان و میکروحباب

واسطه این  دارو بهمهمی از فرآیندهای انتقال هدفمند بخش 

 27[ های بایومکانیک در نظر گرفتها در سیستممیکروحباب

اثرات رئولوژیک سیال عامل )اثرات  تنگاتنگ. رقابت ]28و 

ذیری پ( در مقایسه با اثرات انعطافو نرخ فروپاشی تیکسوتروپی

از ها بر پاسخ نوسانی میکروحبابدیواره )اثرات عدد الاستیک( 

یک سو و همچنین اثر پارامترهای مرتبط با میکروحباب نظیر 

و کشش سطحی، فشار گاز محبوس داخل حباب، فشار بخار 

همچنین فاکتور هندسی مساله )فاصله مکانی میکروحباب از 

پذیر که بطور قابل توجهی بر میزان تاثیرپذیری روکش انعطاف

از نوسان  ،رههای اعمالی بر دیوابواسطه تنش، روکش الاستیک

ها از جمله پاسخ زمانی میکروحباب حباب تاثیرگذار است( بر

 شوند.های پژوهش کنونی شناخته میمهمترین نوآوری

توان محدوده کاربردی همچنین بر اساس پژوهش کنونی می

بر روکش  وارد شدههای بعد تاثیرگذار بر تنشایمن اعداد بی

برای که مستقیما متاثر از نوسان حباب است   پذیر راانعطاف

 مطالعه کرد.ها ز آسیب بافتی ناشی از این تنشجلوگیری ا

، حباب گازی به شعاع اولیه 1 شکل مطابقبر این اساس  

b,0R آل در تماس با سیال لزج تراکم ناپذیر در حاوی گاز ایده

است. این سیال در لحظه نشان داده شده محدودیک محیط 

اولیه در تماس با یک روکش الاستیک کروی به شعاع اولیه 

c,0R .هم کنش در راستای های مثبت، در اثر بردر زمان قرار دارد

شعاعی غشای الاستیک با سیال در تماس با آن )که منجر به 

شود( حباب کروی )که جریان القایی شعاعی در سیال می

ت و خود نیز در تماس مستقیم با سیال آل اسحاوی گاز ایده

 گیرد.قرار دارد( تحت حرکت شعاعی واداشته قرار می

 

 

 فرمولاسیون ریاضی -2
با توجه به طبیعت غیردائم جریان القا شده در سیال پیرامون 

حباب، معادلات بقای جرم و بقای اندازه حرکت برای حرکت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

شماتیک سیستم شعاعی مورد استفاده در  -1 شکل

شامل: حباب کروی    < 0tمطالعه کنونی در لحظه دلخواه 

، سیال پیرامون حباب و غشای الاستیک bRبه شعاع 

 cRکروی بیرونی به شعاع 

Bubble 

Surrounding Liquid 

(t)cR 

(t)bR 

θ 

φ 

Elastic Solid 
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آرام و دما  خالص شعاعی با فرض جریان سیال پیرامون حباب

 :اندشدهدر مختصات کروی بصورت زیر نوشته  ثابت

 

(1) 𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
 (r2𝜌𝑣𝑟) = 0 
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ترتیب چگالی، مولفه سرعت به φφτو  ρ ،rV ،p ،rrτ ،θθτکه در آن 

فشار، تنش نرمال شعاعی، تنش نرمال مماسی و تنش شعاعی، 

با توجه به  نرمال محیطی سیال در مختصات کروی هستند.

ناپذیری سیال محبوس بین حباب گازی و روکش فرض تراکم

ن حجم کنترل حاوی کل سیال با درنظر گرفت ،الاستیک

بقای جرم سیال بین  معادله، و روکشبوس بین حباب مح

 :استشدهبصورت زیر نوشته حباب و روکش الاستیک 

 
∀𝑐(𝑡) − ∀𝑏(𝑡) = ∀𝑐,0 − ∀𝑏,0 (3) 

 

بترتیب برای   cوb های دهنده حجم و اندیسنشان ∀که در آن

 0اند. همچنین اندیس اب و غشای الاستیک بکار برده شدهحب

 است.  t = 0دهنده حالت اولیه متناظر با زمان اولیه نشان

اثرات الاستیک غشای بیرونی بر حرکت سیال برای توصیف 

از فرض  ]23[ محبوس بین حباب و غشا، مشابه پژوهش وانگ

سوی فشار رابطه خطی میان نیروی اعمال شده به غشا )از 

 استشدهتغییر حجم غشا استفاده سیال در تماس با غشا( و 

که  استهشناخته شد)که به عنوان فرضی معتبر برای حالتی 

 (:]23[ حجم حباب در مقایسه با حجم غشا کوچک باشد

 

(4) ∀𝑐(𝑡) − ∀𝑐,0=
∀𝑐,0
𝐾𝑐

(𝑝𝑙,𝑐 − 𝑝𝑙,0) 

 

نیز برای نشان  lمدول الاستیک غشا است. اندیس  cKکه در آن 

 دادن مایع )سیال در تماس با غشا( بکار رفته است.

توان نیروی اعمالی از سوی فشار سیال به بطور مشابه می

دیواره غشای الاستیک را بصورت خطی متناظر با تغییر حجم 

 :نوشتسیال محبوس بین حباب گازی و غشا بصورت زیر 
 

(5) ∀𝑙(𝑡) − ∀𝑙,0= −
∀𝑙,0
𝐾𝑙

(𝑝𝑙,𝑐 − 𝑝𝑙,0) 

 

نیز  lمدول الاستیک سیال محبوس است. اندیس  lKکه در آن 

برای نشان دادن سیال محبوس بکار رفته است که بطور متناظر 

حجم سیال محبوس در هر لحظه بصورت تفاضل حجم دیواره 

با توجه  است. ( قابل محاسبهbⱯ - c= Ɐ lⱯغشا و حجم حباب )

 توان نشان داد:می 5و  4به معادلات 
 

(6) 
∀𝑐(𝑡) − ∀𝑐,0
∀𝑏(𝑡) − ∀𝑏,0

=
𝐾𝑙

𝐾𝑙 + (1 − 𝜑
3)𝐾𝑐

= 𝜅 

 

به عنوان فاکتور   c,0/ R b,0= (R c,0/ Ɐ b,0φ = Ɐ(3که در آن 

که به عنوان فاکتور  κ. ضریب شده استهندسی در نظر گرفته 

در واقع نقش متغیر  ،شودپذیری شناخته میبسیار مهم تراکم

، و مدول lK کننده میان مدول الاستیک سیال محبوس،کنترل

، را به ازای مقدار معین فاکتورهندسی بر cK الاستیک غشا،

، رفتار 6که با توجه به معادله شایان ذکر است عهده دارد. 

غیرقابل تراکم سیال محبوس در حالت حدی هنگامی که مدول 

 ، در مقایسه با مدول الاستیک غشا،lK الاستیک سیال محبوس،

cK( بسیار بزرگ باشد ،→∞lK)  قابل بازیابی است. این حالت

ه متناظر با مقدار واحد برای فاکتور تراکم پذیری شناخته ک

 .استرو پیشموضوع پژوهش  ،(1κ = شود )می

بر اساس حرکت شعاعی خالص  3معادله با توجه به 

حباب، سیال محبوس و غشای الاستیک دیواره، شعاع غشا در 

 هر لحظه عبارت است از:
 

(7) 𝑅𝑐(𝑡) = [𝑅𝑐,0
3 + (𝑅𝑏(𝑡)

3 − 𝑅𝑏,0
3 )]

1

3 

 

فشار سیال در تماس ، 6و  4همچنین با توجه به معادلات 

 برابر خواهد بود با:با غشا در هر لحظه 

 

(8) 𝑝𝑙,𝑐 − 𝑝𝑙,0 =
∀𝑏(𝑡) − ∀𝑏,0

∀𝑐,0
𝐾𝑐 

 

، 1بقای جرم سیال محبوس، معادله با استفاده از معادله 

توزیع سرعت شعاعی سیال محبوس بین حباب گازی و غشای 

 :بودالاستیک بصورت زیر خواهد 
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(9) 𝑣𝑟(𝑟, 𝑡) =
𝑑𝑅

𝑑𝑡
(
𝑅

𝑟
)
2

 

 

با استفاده از که شعاع حباب در هر لحظه است  Rکه در آن 

با توجه به شرط عدم لغزش سیال در معادله بقای جرم سیال، 

 بدست آمده است.تماس با حباب گازی 

برای بررسی رفتار تیکسوتروپیک سیال محبوس بین  

حباب و غشای الاستیک، در پژوهش حاضر از مدل 

استفاده شده است. این مدل که بیانگر  ]29[تیکسوتروپیک مور 

ده نرخ کننویسکوزیته سیال و پارامتر کنترل رابطه خطی میان

شکست و اتصال مجدد پلیمرها )موسوم به پارامتر ساختاری( 

 :]29[ استشدهبا رابطه ریاضی زیر توصیف  است

 

(10) 𝜂 = 𝜂∞(1 + 𝛼𝑆) 

 

ویسکوزیته متناظر با نرخ   η∞ویسکوزیته سیال،  ηکه در آن 

پارامتر ساختاری مدل  Sنسبت ویسکوزیته و    αبرش بینهایت،

. نسبت ویسکوزیته مدل که بیانگر میزان نسبی تغییرات هستند

ی ا)متناظر با ساختار زنجیرهویسکوزیته بین نرخ برش صفر 

-متناظر با ساختار زنجیره) پلیمری کامل( و نرخ برش بینهایت

است با معادله زیر قابل توصیف ای پلیمری کاملا تخریب شده( 

 است:

(11) 𝛼 =
𝜂0
𝜂∞

− 1 

 

، با معادله دیفرانسیل  Sپارامتر ساختاری مدل،همچنین 

 :]29[ جزئی زیر قابل توصیف است
 

(12) 𝐷𝑆

𝐷𝑡
= 𝑎(1 − 𝑆) − 𝑏𝑆�̇� 

 

پارامترهای  bو   aاوپراتور مشتق مادی است. D/Dtکه در آن 

خ شکست کامل ترتیب نرمدل هستند که بهکننده کنترل

-ازسازی کامل زنجیره پلیمر را کنترل میزنجیره پلیمر و نرخ ب

معمولا تحت عنوان عدد  ،بعد استکه عددی بی b کنند.

نیز نرخ برش سیال است که با  �̇�شود. تیکسوتروپ شناخته می

 اندازه تانسور گرادیان تغییر شکل با رابطه زیر در ارتباط است

]30[: 

(13) �̇� = √
1

2
∏ .

2𝐷
 

 

 لایتغیر دوم تانسور گرادیان تغییر شکل است 2DΠکه در آن 

که با توجه به حرکت خالص شعاعی جریان سیال محبوس بین 

در معادله  9با جاگذاری معادله حباب گازی و غشای الاستیک 

 :استنوشته شدهبصورت زیر  13

 

(14) �̇� = 2√3
𝑅2

𝑟3
𝑑𝑅

𝑑𝑡
 

 

 ،کننده مدلنسبت پارامترهای کنترل ،شایان ذکر است

 شدهکه به عنوان شاخص تیکسوتروپی شناخته  b/aنسبت 

به عنوان متغیر مهم در تببین رفتار تیکسوتروپیک سیال  ،است

 b/aبطوری که برای سیالات با نسبت  ،استنظر گرفته شده در

کوچکتر، اثرات زمانی در تغییرات ویسکوزیته مدل بطور 

(. بر این مراجعه شود 2به شکل ) اندبودهغالبتری تاثیرگذار 

 b/aسیالات با نسبت کوچکتر  ،توان نتیجه گرفتاساس می

 b/aرفتار تیکسوتروپیک غالبتر و بطور متناظر سیالات با نسبت 

 شوندگی غالبتری از خود نشان دهند:رگتر، رفتار نازکبز

 

 
اثر شاخص تیکسوتروپی مدل مور بر تغییرات  -2شکل 

نسبت ویسکوزیته مدل مور با گذشت زمان برای جریان 

 dγ/dt 1 =  α , 1 =برشی ساده بین صفحات موازی با 

 

در معادله  14جاگذاری نرخ برش با استفاده از معادله 

، با استفاده از تعریف 12پارامتر ساختاری مدل مور، معادله 

مکانی در که شامل مجموع مشتقات زمانی و )مشتق مادی 

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

η
/ 

η
∞

Time (sec)

b / a = 0.1 s
b / a = 1 s
b / a = 10 s
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ی زیر را برای معادله دیفرانسیل رابطه است( یراستای شعاع

 ارائه مدل تیکسوتروپ مور جزئی حاکم بر پارامتر ساختاری

 :داده است

(15) 

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+
𝑑𝑅

𝑑𝑡
(
𝑅

𝑟
)
2 𝜕𝑆

𝜕𝑟
= 𝑎(1 − 𝑆) −

2√3𝑏𝑆
𝑅2

𝑟3
𝑑𝑅

𝑑𝑡
 ; R(t) ≤ r ≤ R𝑐(𝑡)

 

 

ادله نسبت به زمان از که با توجه به مرتبه اول بودن این مع

بر اساس کامل بودن ساختار پلیمرها  |r , t = 0 S 1 =شرط اولیه 

در زمان اولیه )با توجه به ساکن بودن سیال و در نتیجه عدم 

. استشدهاعمال نیروهای برشی و نرمال به سیال( استفاده 

در معادله  9با استفاده از معادله  جاگذاری سرعت شعاعی سیال

گیری از معادله و سپس انتگرال 2بقای اندازه حرکت، معادله 

، تا شعاع bR حاصل در راستای شعاعی در بازه شعاع حباب،

های سازی، با استفاده از سادهcR دیواره روکش الاستیک،

معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه دوم زیر را برای  ،ریاضی لازم

 :استدادهشعاع حباب ارائه 

 

(16) 

𝜌 [𝑅
𝑑2𝑅

𝑑𝑡2
+ 2(

𝑑𝑅

𝑑𝑡
)
2

] (1 −
𝑅

𝑅𝑐
) + 

𝜌

2
(
𝑑𝑅

𝑑𝑡
)
2

(
𝑅4

𝑅𝑐
4
− 1) = 

(𝜏𝑟𝑟 − 𝑝)|𝑅𝑐 − (𝜏𝑟𝑟 − 𝑝)|𝑅 + 

2∫
𝜏𝑟𝑟 − 𝜏𝜃𝜃

𝑟
𝑑𝑟

𝑅𝑐

𝑅

 

 

از شرایط  16برای ارزیابی عبارات سمت راست معادله 

مرزی در دیواره حباب گازی در تماس با سیال و دیواره روکش 

با توجه به که  استشدهالاستیک در تماس با سیال استفاده 

راستای شعاعی در فصل مشترک  بقای اندازه حرکت در

 :اندبصورت زیر نوشته شدهروکش /حباب و سیال/سیال

 

(17) (𝜏𝑟𝑟 − 𝑝)|𝑅 = 2
𝜎

𝑅
− 𝑝𝑣 − 𝑝𝑔 + 𝑝𝐴 

(18) 𝑝|𝑅𝑐 = 𝑝𝑙,𝑐 

 

بترتیب کشش سطحی فصل مشترک  Apو  σ ،vp ،gpکه در آن 

سیال، فشار بخار، فشار گاز محبوس داخل حباب و منبع /حباب

شده فشاری اضافی دلخواه هستند. در مطالعه کنونی فرض 

گاز محبوس داخل حباب در تمام مدتی که حباب که  است

س با اندیفرایند پلی تروپیک  استگردیدهدچار انبساط و تراکم 

γ  اساس برای گاز محبوس داخل . بر این ]23[ استکردهرا طی

 : تاسه شدهی زیر تقریب زدحباب فشار گاز با رابطه

 

(19) 𝑝𝑔 = 𝑝0,𝑔 (
𝑅𝑏,0
𝑅
)
3𝛾

 

 

همچنین در پژوهش حاضر از اثرات منبع فشاری اضافی 

با  است.سیال صرف نظر شده/دلخواه در فصل مشترک حباب

سبه فشار سیال در فصل مشترک برای محا 18توجه به معادله 

. جاگذاری استشدهاستفاده  8روکش الاستیک از معادله /سیال

به همراه استفاده از تعریف  16در معادله  19تا  17معادلات 

منظور های شعاعی و مماسی در مختصات کروی بهتنش

نسخه نهایی ، 16ارت انتگرالی موجود در معادله محاسبه عب

بصورت زیر معادله دیفرانسیل حاکم بر شعاع حباب گازی را 

 :انددادهارائه 

 

(20) 

𝜌 [𝑅
𝑑2𝑅

𝑑𝑡2
+ 2(

𝑑𝑅

𝑑𝑡
)
2

] (1 −
𝑅

𝑅𝑐
) + 

𝜌

2
(
𝑑𝑅

𝑑𝑡
)
2

(
𝑅4

𝑅𝑐
4
− 1) = 

−4𝜂∞
𝑑𝑅

𝑑𝑡

𝑅2

𝑅𝑐
3
(1 + 𝛼𝑆)|

𝑅𝑐

− 𝑝𝑙,0 − 

𝐾𝑐
𝑅3 − 𝑅𝑏,0

3

𝑅𝑐,0
3 − 2

𝜎

𝑅
+ 𝑝𝑣 + 

𝑝0,𝑔 (
𝑅𝑏,0
𝑅
)
3𝛾

− 

12𝜂∞
𝑑𝑅

𝑑𝑡
𝑅2∫(1 + 𝛼𝑆)

𝑑𝑟

𝑟4

𝑅𝑐

𝑅

 

 

نسخه  20معادله . استمحاسبه شده 7با توجه به معادله  cRکه 

حرکت برای  ،] 9و  8[پلست -تعمیم یافته معادله معروف ریلی

آل حاوی سیال نیوتنی است. از حباب کروی در فضای ایده

را نسبت به نکات حائز اهمیت در خصوص این معادله که آن 

رموجود ت ،کرده استمتمایز پلست -ریلیمعادله نسخه معروف 

زیر  سمت راست معادله های غیرنیوتنی در آخرین عبارت

انتگرال و همچنین اثرات شعاع خارجی روکش الاستیک با در 
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ت ثابترم اضافی حاوی نظر گرفتن اثرات الاستیک روکش، )

. بر این اساس اندبوده( 20در سمت راست معادله  cKالاستیک 

در حالت حدی هنگامی که شعاع  20معادله  ،شایان ذکر است

به  ن سیال مورروکش الاستیک به بینهایت میل کند و همچنی

( به معادله ریلی پلست تبدیل α 0 =مدل نیوتنی تبدیل شود )

  .شودمی

به منظور بررسی اثرات متغیرهای مختلف درگیر در 

بر  20بعد شده معادله ، از نسخه بیدر تحلیل مساله 20معادله 

 برای بی بعد)اساس شعاع اولیه حباب به عنوان طول مشخصه 

به ، شعاع اولیه دیواره غشای الاستیک (سازی شعاع حباب

بعدسازی شعاع روکش جهت بیعنوان طول مشخصه )

، فشار اولیه سیال در تماس با دیواره روکش الاستیک (الاستیک

جذر نسبت فشار اولیه و همچنین از به عنوان فشار مشخصه، 

سیال در تماس با روکش الاستیک به چگالی سیال به عنوان 

بعد بر این اساس اعداد بی است.اده شدهسرعت مشخصه  استف

 :اندهبعد سازی معادلات حاکم ظاهر شدزیر در بی

 

(21) 

Re =
√𝜌0𝑝𝑙,0𝑅𝑏,0

𝜂∞
,𝑊𝑒 =

2𝜎

𝑅𝑏,0𝑝𝑙,0
, 

𝜉 =
𝐾𝑐
𝑝𝑙,0

, 𝑇𝑥 = 𝑏, 

𝛹 =
1

𝑎𝑅𝑏,0
√
𝑝𝑙,0
𝜌0
, 𝜁 =

𝑝𝑣
𝑝𝑙,0

, 𝐶𝑓 =
𝑝0,𝑔

𝑝𝑙,0
. 

 

به ترتیب اعداد رینولدز،  fC، و Re ،We ،ξ ،Tx، Ψ، ζکه در آن 

گاز  فشار بخار و فشارفروپاشی، وبر، الاستیک، تیکسوتروپی، 

 .  هستند

یک معادله دیفرانسیل  20با توجه به اینکه معادله 

برای حل آن نیاز به دو شرط اولیه  ،استمعمولی مرتبه دوم 

یا در   t = 0|dR/dt 0 =و  R t = 0|R =0برای شعاع حباب بصورت  

که  است   *t* = 0|dR*/dt   0و *t* = 0|R 1 =نسخه بی بعد شامل 

 بعد متناظر است.بیانگر متغیر بی *در آن 

 

 روش عددی -3
سازی شده حتی در نسخه ساده 20و  15معادلات  متاسفانه

که معادله معروف ریلی پلست برای حباب گازی در تماس با (

دارای حل  )نظر گرفته شودسیال نیوتنی در فضای نامحدود در 

های عددی مناسب باشند و برای حل آنها باید روشتحلیل نمی

جه بالای غیر . در این پژوهش با توجه به درشود بکار برده

، از روش تبدیل معادله مذکور به دستگاه 20خطی بودن معادله 

 . ]31[ استمعادلات مرتبه اول استفاده شده

این نکته حائز اهمیت است که پیش از ادامه در اینجا ذکر 

دهد که این معادله که منجر نشان می 15نگاه مجدد به معادله 

در هر  ،شودمی r روی فضای شعاعی Sبه حل متغیر ساختاری 

مواجه است )با توجه به  rی شعاعی گام زمانی با تغییر محدوده

تغییر شعاع حباب و بطور متناظر شعاع روکش الاستیک در هر 

بندی نی( که این موضوع نیازمند استفاده از شبکهگام زما

های حباب و روکش الاستیک قابل انطباق با شعاعشعاعی 

متغیر در هر گام زمانی است که خود این موضوع حل عددی 

را با توجه به شبکه بندی شعاعی وابسته به زمان با دشواری 

کند. برای جلوگیری از این مشکل، از بیش از پیش مواجه می

تغییر متغیر تشابهی که حوزه شعاعی وابسته به زمان را به 

بصورت زیر  ،دهدحوزه جدید مستقل از زمان ارتباط می

 است:استفاده شده

 

(22) 
𝑍(𝑟, 𝑡) =

𝑅𝑐,0
𝑅𝑏,0

(
𝑟 − 𝑅

𝑅𝑐 − 𝑟
) 

R(t) ≤ r ≤ R𝑐(𝑡) → 0 ≤ Z ≤ ∞ 

 

دهد که با استفاده از تغییر نشان می 22نگاهی به معادله 

متغیر ارائه شده در این معادله، حوزه شعاعی وابسته به زمان 

در محدوده بین شعاع حباب و شعاع روکش( در هر گام زمانی (

جه نتیدر شود.می متناظر صفر تا بینهایت نگاشته به بازه

با استفاده از تغییر متغیر ارائه شده  20و  15معادلات حاکم 

از حوزه زمان و مکان شعاعی وابسته به زمان به  22دله در معا

شود )در اینجا حوزه زمان و مکان شعاعی ثابت نگاشته می

 شده است(. نه آورد

جهت حل  ،همانگونه که پیش از این نیز گفته شد

بعد در نظر است از تبدیل معادله مرتبه دوم بی معادلات حاکم

یر شود. بر این اساس تغیبه دستگاه معادلات مرتبه اول استفاده 

 :]31[ متغیرهای لازم جهت این تبدیل عبارتند از
 

(23) 

𝑑𝑅∗

𝑑𝑡∗
= 𝑈 

𝑑2𝑅∗

𝑑𝑡∗2
=
𝑑𝑈

𝑑𝑡∗
= 𝑓(𝑅∗, 𝑈, 𝑡∗) 
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 و شرایط مرزی متناظر عبارتند از:

 

(24) 
𝑅∗|𝑡=0 = 1

𝑈|𝑡=0 = 0
 

 

 Sجهت حل عددی معادله ساختاری حاکم بر متغیر 

( با توجه به Zپس از انتقال به فضای شعاعی ثابت  15)معادله 

، پارامتر ساختاری مدل Z اینکه در هر موقعیت مکانی

لذا  ،ندکتیکسوتروپیک مور بر حسب تابعی از زمان تغییر می

معادله خواهد سازی مکانی این نیازمند گسسته 15حل معادله 

 سازی تفاضل محدودبود. برای نیل به این مقصود از گسسته

است. به استفاده شده iZ برای هر موقعیت مکانی 15معادله 

کننده در سازی مشتق اول مکانی شرکتعنوان مثال گسسته

 :اندبصورت زیر نوشته شده15معادله 

 

(25) 
𝜕𝑆

𝜕𝑍
|
𝑖

= 𝑎𝑖𝐴𝑖(𝑡) + 𝑏𝑖𝐵𝑖(𝑡) + 𝑐𝑖𝐶𝑖(𝑡);  

1 ≤ i ≤ n 

(26) 

{
 
 
 

 
 
 
𝐴1(𝑡) = 𝑆1(𝑡), 𝐵1(𝑡) = 𝑆2(𝑡),

𝐶1(𝑡) = 𝑆3(𝑡)
𝐴𝑖(𝑡) = 𝑆𝑖−1(𝑡), 𝐵𝑖 = 𝑆𝑖(𝑡),

𝐶𝑖 = 𝑆𝑖+1(𝑡) 
;    2 ≤ i ≤ 𝑛 − 1

𝐴𝑛(𝑡) = 𝑆𝑛(𝑡), 𝐵𝑛 = 𝑆𝑛−1(𝑡),
𝐶𝑛 = 𝑆𝑛−2(𝑡)

 

(27) 
𝜕𝑆

𝜕𝑡
|
𝑖

=
𝑑𝑆𝑖
𝑑𝑡

   ;  S𝑖|𝑡=0 = 1 

 

 ∞→Zمتناظر با  i = n، و Z = 0متناظر با  i = 1که در آن 

به  25)برای ضرایب تقریب تفاضل محدود معادله  خواهد بود

بیانگر تقریب تفاضل  25رابطه . (شودمراجعه قسمت ضمائم 

برای تقریب مشتق اول مکانی در  مرتبه دوم رومحدود پیش

مرتبه (، تقریب تفاضل محدود پسرو i = 1ابتدای بازه مکانی )

 = iول مکانی در انتهای بازه مکانی ) ابرای تقریب مشتق دوم 

nمرکزی برای مابقی نقاط  مرتبه دوم ( و تقریب تفاضل محدود

است که به منظور بدست آوردن نتایج  گسسته سازی مکانی

( 21های خاصی از اعداد بدون بعد )معادله عددی در محدوده

واند تمی و غشای الاستیک که با تغییرات شدید شعاع حباب

سازی غیریکنواخت با تراکم بالا در نقاط شد از گسستههمراه با

)به قسمت ضمائم  استنزدیک دیواره حباب استفاده شده

 .مراجعه شود(

به همراه دستگاه  27 تا 25 سازی شدهمعادلات گسسته

دستگاه معادله  n + 2در مجموع تشکیل  23معادلات مرتبه اول 

  ,n, …, S2, S1U, SRجهول شامل م  n + 2مرتبه اول به همراه 

 با استفاده از نرم فرض بهینه شدهکدهای پیشدهند که با می

با توجه به اینکه  بطور دقیقتر اند.حل شده MATLABافزار 

طیف مورد بررسی اعداد بدون بعد در پژوهش حاضر نوسانات 

بر همین اساس در  ،شدندشدید شعاع حباب را نیز شامل می

با افزار مذکور نرم ODE23s حلگرحل عددی معادلات حاکم از 

جهت حل معادلات حاکم گر فرض این حلتنظیمات پیش

های این است. از ویژگیمرتبه اول نسبت به زمان استفاده شده

بندی زمانی بسیار کوچکتر توان به استفاده از گامحلگر می

بینی درست رفتار سیستم در نواحی در بردارنده )برای پیش

در مقایسه با حلگرهای متغیرهای وابسته(  دگرادیانهای شدی

نظیر حلگر  MATLABافزار متداول دیگر موجود در نرم

ODE45  اشاره کرد که منجر به نرخ همگرایی بالا در معادلات

. شایان ]32[ شوددیفرانسیل مرتبه اول شدیدا غیرخطی می

افزار به همراه نرم ODE23s گرحل استفاده از ،ذکر است

 ه اولمرتب مشتقات مکانییکنواخت سازی مکانی غیرگسسته

به  و نقاط نزدیک با تراکم بالا در نقاط نزدیک به دیواره حباب)

به عنوان دو عامل مهم در  غشای الاستیک لایه بیرونی(

آمیز بودن همگرایی حل دستگاه معادلات مرتبه اول موفقیت

اعداد های مختلف برای محدوده( 27تا  23غیرخطی )معادلات 

  .اندشدهشناخته بدون بعد گزارش شده در این پژوهش 

جهت اطمینان بیشتر از قدرت حل  ،همچنین شایان ذکر است

 MATLABافزار نرم ODE23sعددی ارائه شده توسط حلگر 

در این پژوهش، در تلاشی مجدد، حل عددی مساله مورد نظر 

-که نرم COMSOL MULTIPHYSICSافزار اده از نرمفبا است

مورد بررسی قرار  ،افزاری بر پایه روش المان محدود است

های قوی بهینه برای افزار که دارای کتابخانهاین نرم. فتگر

سازی معادلات دیفرانسیل معمولی و جزئی )متناسب با شبیه

-یکی از ابزارهای قدرتمند در شبیه، نوع معادلات حاکم( است

ن برای نیل به ای. ]33[ست اسازی جریان سیالات شناخته شده

تغییر متغیر پس از استفاده از  20و  15مقصود معادلات حاکم 

افزار با استفاده از در این نرم 22ارائه شده توسط معادله 

بعدی وابسته به زمان در فضای یکآن  Mathematics کتابخانه
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معادلات بازسازی شده در حوزه مکان مجددا بازسازی شدند. 

افزار با استفاده از حلگر غیردائم )حل در نرم t-Z/زمان متناظر 

r* , t *= 0 |S  ،t* =  |*R 1 =عددی وابسته به زمان( با شرایط اولیه 

ای مقایسه 3حل شدند. در شکل  t* = 0 |/dt**Rd 0 =و   0 1 =

 شده است: میان این دو روش مختلف حل عددی نشان داده

 

 
مقایسه حل عددی بدست آمده با استفاده از  -3شکل 

سازی و شبیه MATLABنرم افزار  ODE23sگر حل

برای پاسخ زمانی نوسان  COMSOLافزار محدود نرمالمان

 ازایحباب به
α = 2, Tx = 0.01, ξ = 1000, ψ = 1,  φ = 1/7, Re = 50, 

We = 0.2, ζ =0.023, cf = 0.001. 
 

نتایج بدست آمده حاکی از تطابق بسیار ، 3مطابق شکل 

و  ODE23sبا استفاده از حلگر  حاکم خوب بین حل معادلات

بوده است.   COMSOLافزار نتایج حاصل از حل عددی با نرم

عددی بدست آمده با  تمامی نتایجبعد در قسمت بر این اساس 

  اند.ارائه شده MATLABافزار نرم ODE23sاستفاده از حلگر 
 

 نتایج و بحث -4
در گام نخست جهت بررسی تاثیر اندازه شبکه بر عملکرد نتایج، 

بر حسب  سیال عامل پارامتر ساختاریتغییرات  4در شکل 

ه های مختلف آوردشبکه بندی با اندازه چهاربرای  فاصله مکانی

 است:شده

 

 
 )الف(

 
 )ب(

تیکسوتروپ مدل مور تغییرات پارامتر ساختاری  -4شکل 

)الف(    t* = 1بعد با فاصله مکانی بدست آمده در زمان بی

 شدهشکل کامل و )ب( شکل بزرگنمایی
α = 1, Tx = 1, ξ = 1000, ψ = 1, φ = 1/7, Re = 100, 

We = 0.2, ζ = 0.023 , cf =0.001. 
 

 

تغییرات در ، شودملاحظه می 4همانگونه که در شکل 

های ابتدایی برای تعداد نقاط نسبتا در زمان میان نتایج تنها

نتایج برای تعداد در حالی که  ،کم شبکه قابل ملاحظه است

کنونی از  یکسان هستند. در پژوهش 40 نقاط شبکه بیشتر از

ها استفاده شده سازیبرای تمامی شبیه n = 100 تعداد نقاط

منظور اطمینان از عملکرد صحیح حل عددی دستگاه است. به

ای میان نتایج مقایسه 5شکل ، در 26تا  23معادلات مرتبه اول 

سازی عددی معادلات حاکم و نتایج حاصل از حاصل از شبیه

که  ارائه شده استبرای حالت خاصی  ]23[گ پژوهش وان

سیال نیوتنی در فضای بین حباب گازی و غشای الاستیک 

 تطابق ،شود. همانگونه که ملاحظه میدیواره قرار داشته باشد

)تفاوت جزئی در بین   وجود داردسازی خوبی بین هر دو شبیه

دلیل عدم امکان استخراج دقیق هب 5دو نمودار در شکل 
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با  ]23[پژوهش وانگ  4اطلاعات نموداری موجود در شکل 

 .توجه به تراکم بالای آن شکل است(

 

 
تغییرات شعاع حباب گازی با زمان بدست آمده  -5شکل 

 برای
 α = 0, ξ = 1000, φ = 1/7, Re = 50, We = 0.2, ζ = 

0.023, cf = 0.001. 
 

ر د عدد تیکسوتروپی بر روی نوسانات شعاع حباب اثر

 ،رود. همانگونه که انتظار میاستداده شدهنشان  6شکل 

افزایش عدد تیکسوتروپی با توجه به تاثیر مستقیم در افزایش 

رفتار لاغری برشی سیال که همراه با کاهش ویسکوزیته موثر 

( منجر به افزایش اندازه مراجعه شود 2به شکل مدل مور است )

ود شت همدیگر میهای سیال در مجاورحرکت انتقالی بین لایه

زایش اندازه حرکت انتقالی و این موضوع به نوبه خود منجر به اف

شود و طبیعتا به حباب گازی میاز سیال در تماس با حباب 

که دامنه نوسانات شعاع حباب با افزایش تظار داشت نتوان امی

 عدد تیکسوتروپی سیال افزایش یابد.

 

 
اثر عدد تیکسوتروپی بر تغییرات شعاع حباب  -6شکل 

 گازی با گذر زمان بدست آمده برای
 α = 2, ξ = 1000, ψ = 1, φ = 1/7, Re = 50, We = 0.2, 

ζ = 0.023 , cf = 0.001. 
 

، بر روی نوسانات شعاع αاثر نسبت ویسکوزیته مدل مور، 

. همانگونه که انتظار داده شده استنشان  7در شکل حباب 

بطور  10افزایش نسبت ویسکوزیته با توجه به معادله  ،رودمی

مستقیم با افزایش ویسکوزیته موثر مدل مور منجر به کاهش 

های سیال مجاور حباب به حباب اندازه حرکت انتقالی از لایه

شود و لذا جای تعجب نیست که دامنه نوسانات شعاع گازی می

 ابد:حباب با افزایش نسبت ویسکوزیته مدل مور کاهش ی
 

 
اثر نسبت ویسکوزیته مدل مور بر تغییرات  -7شکل 

 شعاع حباب گازی با گذر زمان بدست آمده برای
 Tx = 10, ξ = 1000, ψ = 1, φ =1/7, Re = 50, We = 

0.2, ζ = 0.023, cf = 0.001. 
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دل ی ممنظور بررسی اثرات نرخ شکست زنجیره پلیمرهب

اثر عدد فروپاشی بر  8بر رفتار نوسانی حباب، در شکل  مور

است. با توجه به اینکه روی پاسخ زمانی حباب نشان داده شده

-افزایش عدد فروپاشی در مقدار ثابت عدد تیکسوتروپی، به

مراجعه  2معنای کاهش ویسکوزیته مدل مور است )به شکل 

دامنه تعجب نیست که با افزایش این عدد،  شود( لذا جای

نوسانات حباب با توجه به کاهش مقاومت اعمالی از سوی سیال 

 ( افزایش یافته است:ویسکوزیته)کاهش به حباب 

 

 
اثر عدد فروپاشی بر تغییرات شعاع حباب گازی  -8شکل 

 با گذر زمان بدست آمده برای
 α = 2, Tx = 10, ξ = 1000, φ = 1/7, Re = 50, We = 

0.2, ζ =0.023 , cf = 0.001. 
 

کننده در شکل رفتار از مهمترین پارامترهای تعیین

یک( )عدد الاستنوسانی حباب گازی، مقدار ضریب الاستیسیته 

عدد اثر  9شکل  در غشای بیرونی در تماس با سیال است.

با  .داده شده است بر رفتار نوسانی حباب نشان الاستیک غشا

پذیری کاهش عدد الاستیک غشا )افزایش میزان انعطاف

روکش(، با توجه به ماهیت غیرقابل تراکمی سیال محبوس در 

ی پذیرانعطاف ،توان انتظار داشتفضای بین غشا و حباب می

ا ببر همین اساس  .حباب گازی بطور قابل توجهی افزایش یابد

دامنه تغییرات نوسان حباب بطور قابل ، 9 توجه به شکل

 :یافته استتوجهی افزایش 

 

 
عدد الاستیک روکش بر تغییرات شعاع  اثر -9شکل 

 حباب گازی با گذر زمان بدست آمده برای
 α = 2, Tx = 10, ψ = 1, φ = 1/7, Re = 50, We = 0.2, 

ζ = 0.023, cf = 0.001. 
 

زایش عدد فدهد با انشان می 9نگاه مجدد به شکل 

)شعاعی که نوسانات  حباببعد بیالاستیک، شعاع تعادلی 

این  که یافته استاند( نیز افزایش حباب بطور کامل میرا شده

از پیش شعاع تعادلی حباب، شدن بیشموضوع به معنای نزدیک

توان ، است. علت این موضوع را نیز می0Rبه شعاع اولیه حباب، 

به تراکم ناپذیری سیال محبوس بین حباب و غشا نسبت داد. 

کش پذیری روانعطاف ،ته روکش بیشتر شودهرچقدر الاستیسی

یابد تا در حالت حدی هنگامی که الاستیسیته بیشتر کاهش می

( در این حالت روکش مشابه cK∞→روکش بسیار بزرگ گردد )

در  د. طبیعی استکنمیرفتار  یک جسم صلب غیرقابل انعطاف

ناپذیری سیال محبوس در فضای این حالت با توجه به تراکم

حباب و روکش، هیچ گونه تغییری در شعاع حباب نسبت بین 

  (. 0R / R = 1شود )به شعاع اولیه مشاهده نمی

، بر روی نوسان φفاکتور هندسی مساله، اثر  10در شکل 

ناپذیری سیال با توجه به تراکمحباب نشان داده شده است. 

 کاهش فاکتور هندسیمحبوس بین حباب و روکش الاستیک، 

که به معنای افزایش جرم سیال محبوس است با انتقال تکانه 

بیشتر )بواسطه جرم بیشتر( از سیال پیرامون حباب به حباب 

 لذا جای ،شودمنجر به دامنه بیشتر نوسانات حباب گازی می

 ،شودنیز دیده می 10تعجب نیست که همانگونه که در شکل 

تر سی کوچکتر بیشنه نواسانات حباب در فاکتور هندمنه تنها دا

بلکه انحراف شعاع تعادلی حباب از شعاع اولیه خود در  ،شود

 فاکتورهای هندسی کوچکتر، بیشتر نیز باشد.
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اثر فاکتور هندسی مساله  بر تغییرات شعاع  -10شکل 

 حباب گازی با گذر زمان بدست آمده برای
 α = 2, Tx = 10, ξ = 1000, ψ = 1, Re = 50, We = 0.2, 

ζ = 0.023, cf = 0.001. 
 

اثر عدد رینولدز بر روی تغییرات شعاع حباب  11در شکل 

با گذر زمان نشان داده شده است. با توجه به این شکل افزایش 

است. برای همراه رینولدز با افزایش دامنه نوسانات حباب 

بعد ارائه توجیه علت این موضوع نگاهی به تعاریف اعداد بی

به منظور استقلال اعداد  ،دهدنشان می 21شده در معادله 

 وانبه عنبعد از یکدیگر، چنانچه تغییرات رینولدز جریان بی

رامون سیال عامل پی ویسکوزیته در نرخ برش بینهایتتغییرات 

ه افزایش رینولدز ک ،توان نتیجه گرفتمی ،تفسیر شودحباب 

ه با توجه ب ،با کاهش ویسکوزیته بینهایت سیال همراه است

اومت کمتر سیال منجر به انتقال تکانه بیشتر از سوی سیال مق

 ،فترهمانگونه که انتظار می. لذا استبه حباب و بالعکس شده

نوسانات با شدت بیشتر حباب گازی دامنه افزایش رینولدز با 

 .استهمراه شده

 

 
اثر عدد رینولدز جریان  بر تغییرات شعاع  -11شکل 

 بدست آمده برایحباب گازی با گذر زمان 
 α = 2, Tx = 10, ξ = 1000, ψ = 1, φ = 1/7, We = 0.2, 

ζ = 0.023 , cf = 0.001. 
 

برای بررسی تاثیر کشش سطحی سیال بر رفتار حباب در 

اثر عدد وبر روی تغییرات شعاع حباب با زمان نشان  12شکل 

، از نکات جالب توجه در 12داده شده است. مطابق شکل 

 افزایشخصوص اثرات خاصیت کشش سطحی بر رفتار حباب، 

و در مدت زمان کوتاهتر   چشمگیر شدت نوسانات حباب

با افزایش کشش سطحی  کاهش اندازه شعاع حالت پایای حباب

سیال است. در توجیه رفتار کشش سطحی بر پاسخ نوسان 

طحی به عنوان حباب باید توجه داشت از آنجایی که کشش س

اب حب/مولفه نیرویی در راستای عمود بر فصل مشترک سیال

با توجه به  (مراجعه شود 17به معادله شود )در نظر گرفته می

ایش افزنوسانات صرفا شعاعی حباب، افزایش عدد وبر به معنای 

 فصل مشترکدر از سوی سیال  اندازه حرکت انتقالی به حباب

دامنه نوسانات حباب  افزایش شدیدلذا  ،حباب خواهد بود/سیال

کشش سطحی خواهد بود. از طرفی ناشی از تقویت اثرات 

تقویت کشش سطحی که همراه با افزایش انحنای فصل 

انحنای منجر به کاهش شعاع  ،حباب است/سیالمشترک 

)رابطه معکوس انحنا و شعاع انحنای  گرددتعادلی حباب می

در اعداد وبر بزرگتر  ،رود. لذا همانگونه که انتظار میمنحنی(

حباب با شدت نوسانات بیشتری خود را به شعاع تعادلی 

 .رسانیده استکوچکتر 
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اثر عدد وبر بر پاسخ زمانی شعاع حباب گازی با  -12شکل 

 بدست آمده برای
α = 2, Tx = 10, ξ = 1000, ψ = 1, φ = 1/7, Re = 50, ζ 

= 0.023, cf = 0.001. 
 

اثرات فشار بخار گاز محبوس داخل  منظور مطالعهبه

اثر عدد فشار بخار  13در شکل  ،حباب بر رفتار نوسانی حباب

 همانگونه کهبر پاسخ زمانی شعاع حباب نشان داده شده است. 

دامنه نوسان  کاهشافزایش عدد فشار بخار با  ،شودملاحظه می

شعاع حباب و بطور همزمان افزایش فرکانس نوسانات حباب 

ش کشفشار بخار و  راستای اعمال نیرویهمراه است. با توجه به 

 (مراجعه شود 17به معادله ) در جهات مخالف یکدیگر سطحی

با توجه به آنچه در خصوص اثرات کشش سطحی در شکل و 

ه با افزایش فشار در اینجا جای تعجب نیست ک ،ذکر شد 12

حرکت حباب که از سوی گاز  مقاومت در برابربخار، نیروی 

بطور قابل توجهی  ،شودداخل حباب به دیواره حباب وارد می

امنه د کاهش بزرگترافزایش یابد و در نتیجه در اعداد فشار بخار 

  .مشاهده شودنوسانات حباب 

 

 
حباب اثر عدد فشار بخار بر تغییرات شعاع  -13شکل 

 گازی با گذر زمان بدست آمده برای
α = 2, Tx = 10, ξ = 1000, ψ = 1, φ = 1/7, Re = 50, 

We = 0.2, cf = 0.001. 
 

برای بررسی اثرات فشار گاز محبوس داخل حباب در طی 

اثر  14وسان، در شکل تراکم حباب در مدت ن/فرایند انبساط

داده شده بر پاسخ زمانی نوسان حباب نشان عدد فشار گاز 

رفتاری مشابه با اثرات فشار  ،روداست. همانگونه که انتظار می

بار این (بررسی گردید 13که در شکل بر نوسان حباب ) بخار

در خصوص فشار گاز محبوس داخل حباب با توجه به اثرات 

مشابه این فشارها در نیروهای وارد بر پوسته حباب در فصل 

 :شودمیمشاهده ( 17با توجه به معادله )مشترک 

 

 
اثر عدد فشار گاز بر تغییرات شعاع حباب  -14شکل 

 گازی با گذر زمان بدست آمده برای
α = 2, Tx = 10, ξ = 1000, ψ = 1, φ = 1/7, Re = 50, 

We = 0.2, ζ =0.023 . 
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به عنوان یکی از مهمترین دستاوردهای پژوهش حاضر، 

 سیال بر/اثر کشش سطحی فصل مشترک حباب 15در شکل 

ن )بیشتریحداکثر تنش شعاعی اعمالی بر روکش الاستیک 

بر غشای الاستیک در کل مدت  تنش شعاعی وارد شده مقدار

 سوتروپیبرای مقادیر مختلف از عدد تیکزمان نوسان حباب( 

مطابق این شکل برای مقدار معینی سیال نشان داده شده است. 

 عدد تیکسوتروپی از ایازای مقدار آستانهاز کشش سطحی، به

، حداکثر (6/0به ازای وبر  10)به عنوان مثال عدد تیکسوتروپی 

ی این دهندهتنش شعاعی بیشینه خواهد بود. این موضوع نشان

رسیدن به بافت دیواره واقعیت است برای جلوگیری از آسیب

الاستیک منعطف، همواره باید عدد تیکسوتروپی سیال از مقدار 

هرچند در اعداد  ،شتر و یا کمتر باشدای آن یا بیآستانه

شونده غالب سیال در مقایسه )رفتار نازک بزرگتیکسوتروپی 

برای  ی کاریترین محدودهبا رفتار تیکسوتروپیک سیال( ایمن

از سیال بر دیواره الاستیک نتیجه  های شعاعی وارد شدهتنش

خواهد شد. از سوی دیگر برای مقدار معین عدد تیکسوتروپی 

سیال همواره با /ایش کشش سطحی فصل مشترک حبابافز

همراه  پذیرافزایش حداکثر تنش شعاعی اعمالی به بافت انعطاف

که این مساله خود بصورت ضمنی مویدی بر افزایش  خواهد بود

دامنه نوسانات حباب و در نتیجه انتقال تکانه بزرگتر از حباب 

اد ک در اعدبه سیال و بطور متناظر از سیال به روکش الاستی

 .مراجعه شود(  12وبر بزرگتر است )به شکل 

 

 
اثر عدد وبر بر تغییرات حداکثر تنش شعاعی  -15شکل 

وارد شده بر روکش الاستیک بیرونی با عدد تیکسوتروپی 

 سیال برای
α = 2, ξ = 1000, ψ = 1, φ = 1/7, Re = 50, ζ = 0.023 , 

cf = 0.001. 

مهم ضروری است. با توجه به در اینجا توجه به یک نکته 

بعد مورد بررسی در پژوهش حاضر طیف گسترده اعداد بی

امکان تغییر شکل حباب از حالت دایروی در طول مدت نوسان  

کی به عنوان ی ،)نوسانات ترکیبی شعاعی و مماسی( ممکن است

های مهم برای مساله دینامیک حباب گازی مطرح از محدودیت

موضوع توجه به نکات زیر حائز اهمیت شود. در خصوص این 

 است:

سیال پیرامون حباب در تماس با روکش الاستیک  چنانچه -

با توجه به بقای اندازه حرکت سیال در در اینصورت  ،نباشد

فرض نوسانات صرفا شعاعی حباب )و در نتیجه شعاع بیرونی، 

جریان القایی شعاعی در سیال پیرامون حباب( تنها در صورتی 

ر است که حباب در بستر نامحدود سیال قرار داشته باشد معتب

ل از سوی سیا شعاعی وارد شدهکه بتوان سرعت شعاعی و تنش 

را از فاصله شعاعی معینی به بعد ناچیز فرض کرد. در غیر 

ر غیر صف ،اینصورت برای لایه محدودی از سیال پیرامون حباب

نوسانات  های لزج سیال در شعاع بیرونی منجر بهبودن تنش

ای غیر دایروی و در نتیجه جریان متقارن کروی دو مولفه

 برای سیال پیرامون حباب خواهد شد،مماسی /شعاعی

چنانچه سیال پیرامون حباب در تماس با روکش الاستیک  -

مستقل از ضخامت لایه از نقطه نظر ریاضی  در اینصورت ،باشد

سیال پیرامون حباب با توجه به بقای اندازه حرکت در فصل 

-می، cRواقع در شعاع بیرونی روکش الاستیک /مشترک سیال

حباب و بدنبال آن جریان  نوسانات صرفا شعاعیتوان همچنان 

داشت که علت این امر آن است که در این حالت  القایی شعاعی

های محدود سیال( )برای ضخامت های لزج قابل ملاحظهتنش

پذیر در راستای شعاعی های الاستیک روکش انعطافبا تنش

در هر گام زمانی بدون برهم زدن نوسانات شعاعی حباب و در 

 قایی صرفا شعاعی در تعادل هستند،نتیجه جریان ال

 فا شعاعی بهاز نقطه نظر فیزیکی تغییر رژیم جریان صر -

مماسی برای طیف گسترده اعداد بدون /جریان ترکیبی شعاعی

بعد حاکم در پژوهش حاضر تنها از طریق تحلیل پایداری خطی 

ه بغیر دائم  بعدیزمانی مجموعه با اعمال اغتشاشات جزئی سه

جریان اولیه )جریان شعاعی( و تحلیل فرکانسی اغتشاشات 

پذیر بعد مورد بررسی امکانی اعداد بیاعمالی در محدوده

ر مشخص با استفاده از تحلیل پایداری خطی است. بطو

که بدست آورد بعد توان محدوده لازم از اعداد بیمجموعه می

برای آنها مدهای اغتشاشی اعمالی به جریان پایه با گذر زمان 
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شوند و در نتیجه جریان اولیه را بطور کامل از حالت تقویت می

خارج از . بررسی این موضوع ]34[کنندصرفا شعاعی خارج می

ی پژوهش کنونی است و باید در یک پژوهش مستقل حیطه

 بررسی شود.

 

 گیرینتیجه -5
در این مطالعه اثرات رئولوژی حاکم بر سیال غیرنیوتنی 

تیکسوتروپیک بر دینامیک حباب گازی با فرض اینکه محیط 

که در  مذکور پیرامون حباب، با ضخامت محدودی از سیال

 احاطه ،تماس مستقیم با روکش الاستیک از نوع خطی است

سازی عددی معادلات حاکم بررسی گردید. برای شبیه شود،

)معادله حاکم بر دینامیک حباب کروی و معادله حاکم بر 

رتبه مدیفرانسیل پارامتر ساختاری مدل مور( با تبدیل معادله 

ه ت مرتبه اول به معادلادوم حاکم بر دینامیک حباب به دستگا

-همراه معادلات دیفرانسیل زمانی مرتبه اول حاصل از گسسته

معادله دیفرانسیل جزئی حاکم بر مرتبه دوم سازی مکانی 

پارامتر ساختاری مدل مور، در نهایت دستگاه معادلات 

لگر حاز ه اول بدست آمد که با استفاده دیفرانسیل زمانی مرتب

ODE23s افزار نرمMATLAB دید. نتایج حاصل از حل گر

 اند:های زیر را پیشنهاد دادهسازی یافتهشبیه

 با افزایشو فروپاشی تیکسوتروپی  هر یک از اعداد افزایش -

 ،استبوده دامنه نوسان شعاع حباب همراه 

افزایش نسبت ویسکوزیته مدل مور با کاهش دامنه نوسان  -

 ،استبوده شعاع حباب همراه 

افزایش الاستیسیته روکش الاستیک منجر به کاهش دامنه  -

نوسان شعاع حباب و همچنین نزدیکی بیش از پیش شعاع 

 ،شده استتعادلی حباب به شعاع اولیه آن 

منجر به کاهش دامنه نوسان  افزایش فاکتور هندسی مساله -

ترشدن شعاع تعادلی حباب به شعاع اولیه حباب گازی و نزدیک

 ،استشدهآن 

افزایش عدد رینولدز جریان با توجه به بقای جرم سیال  -

محبوس بین حباب روکشدار و غشای الاستیک با افزایش دامنه 

 است،بوده شعاع حباب همراه  اتنوسان

افزایش عدد وبر با افزایش شدت نوسانات حباب و بطور  -

 است،بوده همزمان با کاهش پاسخ تعادلی حباب همراه 

ار بخار و فشار گاز نیز هر یک با توجه به افزایش اعداد فش -

افزایش نیروی مقاوم در برابر حرکت سیال در فصل مشترک 

 ،اندبودهسیال با کاهش دامنه نوسانات حباب همراه /حباب

برای جلوگیری از افزایش بیش از حد حداکثر تنش شعاعی  -

پذیرلازم است سیال مورد اعمالی از سوی سیال به بافت انعطاف

شوندگی غالب )عدد تیکسوتروپی بزرگ( و با رفتار نازک نظر

حباب مقادیر /همچنین کشش سطحی فصل مشترک سیال

 د.کوچک انتخاب شون

 

 ضمایم-6
با توجه  25ضرایب تقریب تفاضل محدود ارائه شده در معادله 

سازی غیریکنواخت برای تقریب مشتق اول مکانی با به گسسته

-دوم بصورت زیر نوشته شده سازی مرتبهخطای برشی گسسته

 اند:

 

 (1)ض

𝑎1 =
2𝑍1 − 𝑍2 − 𝑍3

(𝑍2 − 𝑍1)(𝑍3 − 𝑍1)
; 

𝑏1 =
(𝑍3 − 𝑍1)

(𝑍2 − 𝑍1)(𝑍3 − 𝑍2)
; 

𝑐1 = −
(𝑍2 − 𝑍1)

(𝑍3 − 𝑍2)(𝑍3 − 𝑍1)
; 

𝑎𝑖 = −
𝑍𝑖+1 − 𝑍𝑖

(𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1)(𝑍𝑖+1 − 𝑍𝑖−1)
; 

𝑏𝑖 =
𝑍𝑖+1 − 2𝑍𝑖 + 𝑍𝑖−1

(𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1)(𝑍𝑖+1 − 𝑍𝑖)
; 

𝑐𝑖 =
𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1

(𝑍𝑖+1 − 𝑍𝑖)(𝑍𝑖+1 − 𝑍𝑖−1)
; 

                 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

𝑎𝑛 =
2𝑍𝑛 − 𝑍𝑛−1 − 𝑍𝑛−2

(𝑍𝑛 − 𝑍𝑛−1)(𝑍𝑛 − 𝑍𝑛−2)
; 

𝑏𝑛 = −
𝑍𝑛 − 𝑍𝑛−2

(𝑍𝑛 − 𝑍𝑛−1)(𝑍𝑛−1 − 𝑍𝑛−2)
; 

𝑐𝑛 =
𝑍𝑛 − 𝑍𝑛−1

(𝑍𝑛−1 − 𝑍𝑛−2)(𝑍𝑛 − 𝑍𝑛−2)
; 

 

سازی هستند که با توجه به ها نقاط گسسته iZکه در آن 

طح نزدیک به سنیازمندی به تراکم بالای نقاط شبکه در نواحی 

حباب و همچنین فصل مشترک سیال با روکش الاستیک از 

ت استقریب توزیع وزنی چبیشف با رابطه زیر استفاده شده

]35[: 

𝑋𝑖 (2)ض = cos ((𝑖 − 1)
𝜋

𝑛 − 1
)    
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;  1 ≤ i ≤ n 
( در 2با توجه به محدود بودن دامنه تعریف معادله )ض

و  iZسازی نگاشت متناظر بین نقاط گسسته ]-[1,1 بازه

 است:( بصورت زیر تعریف شده2معادله )ض

 

𝑍𝑛−𝑖+1 (3)ض = 𝑍max
(1 + 𝑋𝑖)

2
   

;  1 ≤ i ≤ n 
 

است. شایان ذکر است با توجه  ∞کران بالا متناظر با  maxZکه 

های عدی پژوهش حاضر ملاحظه شده است که سازیبه شبیه

نتایج عددی مستقل از کران بالا  maxZ > 90برای مقادیر 

خواهند بود. بر همین اساس در سرتاسر نتایج عددی متناظر 

استفاده  maxZ = 100 اند، از مقدار که در این پژوهش آورده شده

 است.       شده
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